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INTRODUZIONE 


L'approccio circuitale all'analisi delle strutture 
elettriche richiede uno sviluppo bilanciato di vari argo- 
menti, quali:il modellamento dei dispositivi e l'introdu- 
zione di elementi ideali; l'individuazione di algoritmi 
matematici di analisi; la caratterizzazione del circuito 


ai fini della sua utilizzazione; la precisazione chiara dei 
limiti di validità dei modelli; l'influenza delle tolleran- 
ze di fabbricazione dei dispositivi sul comportamento 
globale della struttura; ecc. 
Tale sviluppo bilanciato può essere ottenuto So- 
lo se risulta chiara l‘utilizzazione dell'approccio stes- 
so nell'ambito del progetto della struttura elettrica e 
quindi in particolare il condizionamento che a tale ap- 
proccio deriva da altri fattori di tipo tecnologico, fisico, 
chimico, tecnico-economico, matematico. Questo aspetto 
preliminare e chiarificatore dell'approccio circuitale ё 
considerato nella successiva premessa al testo, che ren- 
de quindi comprensibile la scelta degli argomenti tratta- 
ti. Tali argomenti sono raggruppabili in tre parti, riguar- 
danti rispettivamente il modellamento, gli algoritmi di a- 
nalisi e l'utilizzazione. L'estensione ed il livello di 
trattazione di tali parti sono stati volutamente differen- 
ziati, tenendo conto delle caratteristiche degli studenti, 
a cui il testo è rivolto. In particolare il modellamento, 
trattato nel Cap.I e nelle Appendici A e B, ha un carat- 
tere essenzialmente introduttivo, in quanto é tipicamen- 
te sviluppato nell'ambito di testi riguardanti i dispositi- 
vi magnetici. A questo riguardo è messo in evidenza nel- 
l'Appendice B il problema del modellamento circuitale 
nel caso di strutture non elettriche di tipo meccanico. 
Gli algoritmi di analisi sono trattati in dettaglio 
nei Capp. II, III, V rispettivamente nel caso dei circuiti senza 
memoria (Cap. II) e dei circuiti con memoria (Capp. III, V). 
É stato tenuto conto in tali capitoli della necessità di 
utilizzare il calcolatore numerico, mantenendo peró la 
trattazione a questo riguardo ad un livello elementare, 
salvo l'Appendice C, in cui viene esaminata l'influenza 


VI 
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della struttura del circuito: sugli errori connessi all'uso 
dei metodi alle differenze finite. L'organizzazione di que- 
sti capitoli è stata prevista del seguente tipo, per una 
preparazione graduale dello studente: 


1) posizione del problema di analisi in casi semplici; 


2) considerazione di casi via via più complessi median- 
te sviluppo di esempi e derivazione di algoritmi conse- 
guenti; 


3) svolgimento di esempi riassuntivi in apposite appen- 
dici posteʻalla fine dei capitoli; dove possibile tali e- 
sempi sono d'interesse concreto, come nel caso dei cir- 
cuiti senza memoria, dove si considerano stadi elemen- 
tari a transistori con emettitore,collettore, base a massa; 


4! discussione dell'uso del calcolatore mediante schemi 
a blocchi; 


5) sviluppo in opportune appendici dei precedenti schemi 
a blocchi secondo liste in FOR TRAN,con trattazione det- 
tagliata della loro utili zzazione; 


6) presentazione di esempi concreti, risolti con i pro 
grammi descritti, come ad esempio la determinazione del 
guadagno di amplificatori differenziali controreazionati 
in continua, della risposta nel dominio del tempo e del- 
la frequenza di filtri reattivi chiusi su resistenze, di 
stadi amplificatori video, ecc. 

La trattazione dei procedimenti di analisi è ri- 
condotta in ogni caso a quella dei circuiti senza memo- 
ria, riducendo quindi al minimo lo sforzo necessario per 
assimilarli. 

La parte riguardante l'utilizzazione e sviluppata 
nei rimanenti capitoli. Precisamente lc rappresentazio- 
ne esterna del circuito nei suoi molteplici'aspetti è con- 
siderata a livello introduttivo nel Cap. IV, riguardante le 
funzioni di rete, ed in dettaglio nei Capp. VI e IX. Le 
trasformazioni ed equivalenze circuitali, di importanza 
notevole in fase di sintesi, sono considerate nel Capi- 
tolo VII. L'analisi dell'effetto delle tolleranze dei com- 
ponenti è riportata nel Cap. VIII insieme a ciò che colle- 
ga tale argomento ‘соп i procedimenti di ottimizzazione 
circuitale. | 

E importante notare che il livello di trattazione 
dei Capp. VI, VII, VIII, IX e delle tre appendici A, B, С 
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è meno elementare di quello usato negli altri capitoli. In 
particolare, sono affrontati nei suddetti capitoli aspetti 
dell'analisi dei circuiti, che sono utili in una fase della 
preparazione dello studente successivaa quella del solo 
apprendimento dei procedimenti fondamentali di analisi. 
Per rendere più evidente tale differenza di trattazione, il 
testo è stato suddiviso in due volumi, nel secondo dei 
quali sono appunto riportati i suddetti capitoli ed appen- 
dici. 

Nella stesura del testo si è presupposta una pre- 
parazione di base da parte del lettore del tipo di quella 
i0rnita mediamente nel biennio di ingegneria, oltre alla 
conoscenza di alcuni argomenti trattati usualmente nel 
terzo anno del corso di laurea in ingegneria elettronica. 
A tale riguardo sono stati di grande aiuto per gli autori i 
consigli forniti in varie occasioni da molti dei loro со!- 
leghi della Facoltà di Ingegneria di Roma, ai qualiessi 
esprimono il loro piü vivo ringraziamento. 


Gli Autori 


PREMESSA: Teoria dei circuiti come metodologia e suo impiego nel 
progetto di una struttura fisica. 


La complessità dei fenomeni naturali richiede,perunaloro valuta- 
zione quantitativa ed una loro utilizzazione pratica, l'impiego di procedi- 
menti che siano nello stesso tempo sufficientemente generali, semplici 


ed accurati. Essi debbono avere un carattere generale piuttosto che spe- 
cifico in quanto tale carattere: 

1) rende possibile una riunione delle attività di persone che lc 
campi diversi; 

2) permette di utilizzare al massimo l'intuizione, in quanto ció che in un 
particolare campo può essere la conseguenza di sole proprietà matemati- 
che in un altro à conseguenza di evidenti proprietà fisiche. 


P er quanto riguarda la semplicità,essa viene raggiunta usualmente me- 
diante una suddivisione del problema d'interesse in sub-problemi parzia- 
li. Tale suddivisione ha il vantaggio sia di rendere più facili і singoli 
passi del procedimento sia di non perdere di vista l'obiettivo principale, 
ciò che potrebbe accadere senza la suddetta organizzazione. A titolo di 
esempio basti pensare a ciò a cui si andrebbe incontro se volessimo de- 
scrivere il funzionamento di un televisore direttamente me diante le equa- 
zioni di Maxwell! 

Le auspicate caratteristiche di generalità e semplicità sono pos- 
sedute in larga misura dall'approccio circuitale alla valutazione quanti- 
tativa del comportamento di una struttura fisica ed al suo proporzionamen- 
to finalizzato ad uno scopo pratico assegnato. Tale approccio prevedela 
riduzione della struttura fisica ad una connessione di elementi idealiz- 
zati di pochi tipi. Quindi sono presenti in questo approccio due nozioni 
fondamentali: la « connessione», definita tramite un grafo e le «relazioni 
costitutive» degli elementi componenti, E interes sante osservare che mol- 
te proprietà della struttura fisica in questo modo derivano semplicemente 
da vincoli di natura topologica legati al grafo. Per esempio tale aspetto 
porta a conclusioni molto interessanti nel caso delle strutture biochimi- 
che, quali l'osservazione che alcuni comportamenti stabili sono conse- 
guenza appunto dei vincoli topologici più che delle leggi della termodi- 
namica (vedere ad es: Morowitz and al., «Passive stability in a metabo- 
lic network», J. Ther. Biol., 1964, 7, 98). Del resto ciò non deve meravi- 
gliare in quanto nel grafo confluiscono in forma intuitiva parte delle leg- 
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gi che caratterizzano la struttura fisica d'interesse. Adesempio nel caso 
delle strutture elettriche a costanti concentrate, l'idealizzazione della 
struttura nel senso circuitale comporta la sostituzione delle leggi di Kir- 
chhoff a quelle di Maxwell e le leggi di Kirchhoff non sono altro che vin- 
coli topologici. La rimanente caratterizzazione dellastruttura fisica con- 
fluisce nelle relazioni costitutive dei pochi elementi idealizzati che e- 
mergono dal modellamento della struttura stessa. 

L'operazione di modellamento si basa sulla possibilità di carat- 
terizzare i fenomeni d'interesse mediante coppie di grandezze di due ti- 
pi diversi. Il primo tipo corrisponde a grandezze che in viadi principioo 
effettivamente richiedono una misura tra due punti(grandezze agli estre- 
mi). L'altro tipo corrisponde a grandezze che richiedono una misura su 
un solo punto (grandezze attraverso). Nel caso di elementi definiti da u- 
na sola coppia di grandezze, le relazioni costitutive che si trovano in 
natura sono quattro, implicando sia il legame diretto trai due tipi di gran- 
dezze sia il legame con i relativi integrali nel tempo (tab.1). In partico- 
lare peri vari tipi di strutture fisiche sia le grandezze in questione sia 
tali integrali corrispondono a ben note grandezze (tab. 2). 


Tabella 1 


Relazioni costitutive Caso elettrico 


Resistore 


Induttore 
Condensatore 


Memresistore 


Tabella 2 


Grandezza at- | Grandezza agli | Integrale gran- | Integrale gran- 
Struttura traverso estremi dezza attraver- | dezza agli e- 
so stremi 


E F Q P 


Elettrica Corrente Tensione Carica Flusso 


Fluido Flusso di Pressione Volume Momento 
volume di pressione 


Reazione Velocità di Affinità Avanzamento 
chimica reazione della reazione 


Meccanica Coppia Velocità Quantità Spostamento 
(rotazione) angolare di moto angolare 
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L'approccio circuitale è basato sulla caratterizzazione di una 
struttura fisica come interconnessione di elementiidealizzati di pochi ti- 
pi. O gni particolare campo della fisica ‹ e dell ‘ingegneria è quindi caratte- 
di aggregati . di tali elementi è il campo зра ав d'interesse della teoria 
dei circuiti. Ai fini del progetto sono tuttavia essenziali anche le disci- 
pline che confinano con essa e che pongono i limiti pratici sulla teoria 
stessa. Precisamente tali discipline sono: 


1) quelle che permettono di derivare modelli significativi degli elementi 
idealizzati dalla cui interconnessione deriva il modello globale della 
struttura d'interesse. Tali discipline sono quindi quelle che riguardano i 
dispositivi, le tecnologie e i materiali con cui i dispositivi vengono rea- 
lizzati, le teorie fisiche su cui si basa il funzionamento dei dispositivi, 
le teorie chimiche su cui si basano le tecnologie e le misure dei vari fe- 
nomeni interessati; 


2) quelle che fissano le prestazioni d'interesse dei circuiti. Si tratta 
quindi delle discipline di tipo sistemistico applicativo, che riguardano 
l'interconnessione di circuiti di varie caratteristiche ai fini del raggiun- 
gimento di un obiettivo tecnico-economico; 


3) quelle matematiche che permettono l'organizzazione del progetto so- 
prattutto ai fini della sua implementazione sul calcolatore. Importanti da 
questo punto di vista sono perciò le discipline riguardanti: i linguaggi 
con cui comunicare con il calcolatore; la teoriadell'approssimazione con 
cui riportare nella forma analitica più adatta alla sintesi i dati di proget- 
to disponibili dal 2 gruppo di discipline; la teoria dell'ottimizzazione 
matematica con cui giungere alla scelta più opportuna dei parametri cir- 
cuitali tenendo conto dei vincoli imposti da ambedue i gruppi di discipli- 
пе (l° e 20); l'analisi numerica con cui prevenire i fenomeni dovuti al- 
l'uso di lunghezze limitate di parola sul calcolatore; la teoria della si- 
mulazione tramite circuiti digitali direttamente i mplementabili sul calco- 
latore. 


Il primo gruppo di discipline fornisce dati sulleproprietà degli e- 
lementi usati per caratterizzare la struttura fisica e sulla validità dei 
modelli; il secondo su ciò che si vuole ottenere däi circuiti.ll terzo grup- 
po fornisce gli strumenti necessari all'esecuzione del progetto, quando 
sia assiemato alle metodologie proprie dei circuiti che riguardano speci- 
ficamente l'individuazione delle proprietà di aggregati di componenti i- 
deali, l'analisi e la sintesi di tali aggregati. 

Allo scopo di chiarire quanto detto si riporta di seguito lo sche- 
. ma a blocchi del procedimento logico di progetto di una struttura fisica 


(fig.1). 
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Discipline sistemisti- 


Teorie Materiali Teorie 
fisiche 


che applicative orien- 
Dispositivi tate verso un obiettivo 
tecnico - economico 
Modelli accurati Elementi Dati di 
dei dispositivi, ideali progetto 


usando gli elemen- 
ti ideali di base 


Sintesi della struttu- 
ra con elementi idea- 
li. (USO DELLA TEO- 
RIA DEI CIRCUITI) 


Rappresentazione ana- 
litica del circuito. 


(USO DELLA TEORIA 
DELL'APP ROSSIMA- 
ZIONE) 


Sostituzione nella struttura sintetizzata 
dei modelli accurati dei dispositivi usa- 
ti 


Analisi o simulazione del circuito risul- 
tante ai fini del calcolo delle prestazio- 
ni (USO DELLA TEORIA DEI CIRCUI- 
TI) 


Scelta dei parametri 
liberi in modo da ot- 
timizzare la funzione 
obiettivo. (USO DEL- 
LA TEORIA DEL- 

i L'OTTIMIZZAZIO- 
NE) 


Calcolo della funzione obiettivo, che 
misura quanto la prestazione del circui- 
to ottenuto è vicina ai dati di progetto. 

(USO DELL А TEORIA DELL ''OTTIMIZ.) 


SI 


Soddisfacente TOP) 


Fig.l - Schema a blocchi del procedimento logico di progetto di una struttura fisica. 


L'esame dello schema a blocchi di fig.1 mette in evidenza chia- 
ramente il legame trai vari gruppi di discipline ed il compito specifico 
della teoria dei circuiti. A titolo di completamento sono necessari alcu- 
ni commenti: 


1) svolgendo la teoria dei circuiti un'azione intermedia tra il primo ed il 
secondo gruppo di discipline, un suo compito importante è quello di con- 
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dizionarle entrambe nel senso che deve da una parte rendere note le pos- 
sibilità offerte dai nuovi dispositivi nella realizzazione di sistemi com- 
plessi e dall'altra deve stimolare ed indirizzare le tecnologie ai fini di 
ottenere particolari dispositivi; | 


2) essendo l'utilizzazione del calcolatore determinante ai fini del pro get- 
to, acquistano grande importanza sia i metodi di simulazione che i meto- 
di di ottimizzazione matematica. Per quanto riguarda i primi à importante 
osservare che lo schema logico di simulazione sul calcolatore coincide 
esattamente con un circuito digitale. Quindi rivestono grande importanza 
in questo caso i metodi di sintesi dei circuiti digitali e la conoscenza 
dell'influenza sul loro comportamento della lunghezza finita di parola e 
dell'aritmetica usata. Per quanto riguarda i secondi, è importante rileva- 
re che la loro scelta deve essere basata sulle proprietà intrinseche del 
circuito. Un esempio notevole in questo senso è costituito dallapossibi- 
lità di usufruire, nel caso della grande classe dei circuiti lineari e per- 
manenti a costanti concentrate, direttamente delle derivate delle presta- 
zioni in funzione del valore dei componenti, a partire dall'analisi del cir- 
cuito con poco aggravio rispetto alla determinazione della prestazione 
stessa. E evidente che concentrando l'attenzione sui metodi di ottimiz- 
zazione, estremamente potenti, basati sul gradiente della funzione obiet- 
tivo, si ha nel caso dei circuiti suddetti un notevole risparmio di tempo ed 
aumento di precisione. 


CAPITOLO | 


INTRODUZIONE Ai CIRCUITI A COSTANTI CONCENTRATE 
DI TIPO ELETTRICO 


I.1 - Grandezze fisiche considerate. 


Nei limiti di validità che verranno discussi in dettaglio nell'ap- 
pendice A, una struttura elettrica può essere caratterizzata tramite le 
grandezze corrente e tensione. Tali grandezze sono variabili reali di- 
pendenti dal tempo, appartenenti rispettivamente: la prima alla classe 
delle grandezze. «attraverso», cioè a quelle grandezze che richiedono per 
la loro misura l'inserzione di uno strumento opportuno in un «punto » del- 
la struttura; la seconda alla classe delle grandezze «agli estremi», cioè 
a | quelle. grandezze che richiedono l'inserzione di uno strumento oppor- 
tuno tra due «punti » della struttura. 

L'unità di misura della corrente è l'« ampere 900) (simbolo A) o 
molto spesso i suoi multipli e sotto multipli, come il kilo-ampere (sim- 
bolo kA: valore 1000 A) nei sistemi di potenza o il milli e micro-ampere 
(simboli mA e uA: valori 10-3 е 10-6 A) in elettronica.! Nella rappre- 
sentazione grafica, la corrente viene indicata con una freccia che pre- 
cisa, sia il «punto» della struttura in cui viene considerata, siail verso 
da considerare come positivo. 

L'unità di misura della tensione è il «volt»? (simbolo V) o 
molto spesso i suoi multipli e sottomultipli, come il kilo-volt (simbolo 


-КҮ: valore 1000 V) nei sistemi di potenza ed il milli e micro-volt (sim- 


(1) - L'ampere è definito come il valore di quella corrente che, percorrendo in modo con- 

corde € contemporaneo due conduttori filiformi, rettilinei, paral] eli, infinitamente lun- 

5 ET nel vuoto a distanza di un metro,provoca una forza d'attrazione tra di essi di 
ac newton per metro di conduttore. 


(2) - n voltë definito come il valore di tensione che si misura agli estremi di una strut- 
tura elettrica accessibile solo in corrispondenza a questi due estremi, quando in essi 
fluisce una corrente di 1A e la potenza assorbita è di 1 W. 
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boli mV e uV: valori 107? e 107$ V) in elettronica.Nella rappresen- 
tazione grafica la tensione viene rappresentata con una freccia oppure 
con una coppia di segni —+, che individuano i due «punti» tra cui es- 
sa viene definita e precisano anche il verso con cui considerarla. Pre- 
cisamente il punto con il + oppure verso cui punta la freccia va consi- 


derato a tensione positiva rispetto all'altro] 


1.2 - Il circuito elettrico. 


E I di Struttura elettrica che viene. definito come circuito 


privi di. dines ener e caratterizzati da opportuni le gami tra 
tensione e corrente ad essi: applicate\Ciascuna connessione è considera- 
ta a tensione costante e priva di dimensioni geometriche; di conseguenza 
поп ha importanza la sua lunghezza e forma. Per comodità di rappresen- 
tazione gli elementi sono indicati con un rettangolo da cui emergono 
due o più terminali filiformi, ciascuno dei quali ha per estremo un punto 
(morsetto). Per quanto detto, non ha importanza la dimensione del ret- 
tangolo e la posizione e lunghezza dei terminali. 

L'elemento fondamentale del circuito è quello a due terminali o 
bipolo. Per caratterizzarlo dal punto di vista elettrico sono sufficienti 
la tensione tra i suoi morsetti e la corrente che lo attraversa. Tale cor- 
rente è univocamente definita in quanto, come vedremo successivamente, 
la corrente entrante in corrispondenza ad un morsetto del bipolo è ugua- 
le e contraria a quella entrante dall'altro morsetto. 

I versi positivi con cui considerare la corrente e la tensione ap- 
plicati al bipolo possono essere scelti arbitrariamente. E usuale però, 
per comodità, di sceglierli coordinati in modo tale che il loro prodotto, 
che rappresenta una sea q vr) con la potenza elettrica assores 


bita dal bipolo. Tali versi coordinati sono mostrati in fig I.2.1 e se non 
è detto il contrario verranno presupposti nel seguito della trattazione. 


Fig.1.2.1 - Versi coordinati della 
corrente e della tensione applica- 
te ad un bipolo. 


(1) - Tenere presente che la definizione di tensione ricordata nel paragrafo precedente 
è tale che moltiplicandola per una corrente si ottiene una potenza. 
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E importante osservare che la scelta coordinata dei versi positi-) 
ім della tensione e della corrente поп ha іп sé alcuna implicazione fisi- 
(са. In altre parole se scegliessimo la convenzione contraria, avremmo]. 
fone Habs дардаш соң Ш prodat v'i una potenza ceduta 
dal bipolo. Di conseguenza, se, ad esempio, il bipolo effettivamente as- 
[sorbe 1 watt, nel caso coordinato avremmo v'i = UW e nell'altro caso 
| y TESTA 
à Osserviamo che, anche nell'ambito della caratterizzazione ester- 
ina che stiamo facendo. degli elementi bipolari, è possibile differenziarli 
dal punto di vista energetico. Precisamente, come vedremo successiva- 
mente in dettaglio, si possono avere tre comportamenti | diversi, eventual- 
mente presenti in modo combinato in uno stesso bipolo(! 


x 


Ar irreversibile di епегдіа elettrica.In questo caso il bi- 
polo assorbe l'energia elettrica trasformandola in un altro tipo, per esem- 
pio calore. Si tratta di un processo irreversibile, nelsenso che tale ener- 


gia esce dal circuito; 


Jil trasferimento reversibile vincolato di energia elettrica. Il bipolo as- 
sórbe o cede energia, accumulandola in base agli scambi energetici con 
il resto del circuito, partendo da un valore iniziale noto di energia) La 
quantità di energia contenuta nel bipolo è perciò definita in ogni istante 
ed in particolare è vincolata a non scendere al di sotto del valore zero, 
in quanto valori negativi implicherebbero cessione di energia interna, 
non ricevuta dal bipolo con gli scambi con il resto del circuito; 


Za trasferimento reversibile senza vincoli di energia elettrica. Il bipolo 
“assorbe о ce cede епегріа|Беп?а alcun vincolo)fCiò implica che internamen- 
te al bipolo s si ha un accumulatore di energia di capacità infinita, nel 
senso cioè che non è modificata dagli scambi energetici con il resto del 
circuito. 


1.3 - Le leggi di Kirchhoff. 


Le tensioni e correnti presenti in un circuito elettrico debbono 


soddisfare due leggi fisiche, che prendono il nome di leggi di Kirchhoff. 


Tali leggi sono approssimazioni di quelle ‹ di Muxweli aeli ambito dei cir- 


cuiti a costanti concentrate e la loro validità ë connessa alla vwalidità 


dell'ipotesi di «costanti concentrate», che verrà discussa in dettaglio 


(1) - Per dettagli ulteriori su questi comportamenti si veda: G. Biorci, Fondamenti di 
Elettrotecnica, UTET, 1975, Сар.1. 


G.MARTIN ELLI -M.SAL ERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 2 
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nell'appendice A. L'approssimazione è dello stesso tipo che si presenta 
in altri rami della fisica; ad esempio si ha una situazione simile a quel- 
la della meccanica in cui la legge di Newton è un'approssimazione di 
quelle della meccanica relativistica, Occorre ricordare che, anche se ta- 
li leggi (Newton e Kirchhoff) sono approssimazioni della realtà, esse 
possono essere applicate con successo alla soluzione di moltissimi pro- 
blemi di grande interesse pratico e teorico. E importante tenere sempre 
presenti le ipotesi di validità di tali leggi, perchè altrimenti si possono 
commettere errori. Ciò verrà chiarito nell'appendice A, a cui si rimanda. 


1.3.1 - Prima legge di Kirchhoff (legge delle correnti). 


«La corrente che complessivamente esce da una superficie chiu- 
sa è uguale a quella che vi entra», L'applicazione di tale legge ad un 
circuito, implica l'utilizzazione di una superficie chiusa e finita che ta- 
gli gli elementi solo in corrispondenza ai terminali. Infatti, come detto 
nel paragrafo precedente, l'elemento è privo di dimensioni ed il rettan- 
golo con cui lo rappresentiamo ha solo uno scopo di aiuto visivo. Inol- 
tre, poiché rappresentiamo i circuiti su un piano, l'utilizzazione della 
legge precedente viene praticamente etfettuata facendo riferimento ad 
una linea chiusa di dimensioni finite. A titolo di esempio, consideriamo 
il circuito di fig.1.3.1. La legge delle correnti per la linea tratteggiata 
(chiusa e di dimensioni finite) è, con i simboli di figura; 


Fig.1.3.1 - Esempio di applicazione delle leggi di Kirchhoff. 
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superficie che racchiude un elemento mostra che «la corrente che entra 
іп un morsetto di un elemento è uguale ed opposta aquella che entra 
nell'altro ». 

Ricordando che la carica elettrica è l'integrale della corrente, la 
legge delle correnti implica che non si può accumulare carica. entro una 


‘superficie chiusa di un circuito a costanti concentrate.\ 


1.3.2 - Seconda legge di Kirchhoff (legge delle tensioni). 


«E nulla la somma algebrica delle tensioni, che s'incontrano in 
un circuito spostandoci lungo una linea chiusa e finita. Le tensioni van- 
no considerate positive se oncordi con il verso dello spostamento. e 
negative nel caso ООПТ! L'applicazione di tale legge ad un circui- 
to implica l'utilizzazione di una linea chiusa e finita chetagli i compo- 
nenti solo in corrispondenza ai loro morsetti, Infatti siai rettangoli che 
i terminali degli elementi sono privi di dimensioni ed hanno solo scopo 
di aiuto vi A titolo di esempio applichiamo la legge delle tensioni 
alla linea chiusa che tocca successivamente i morsetti A,B, C, D, A del 
circuito di fig.I.3.1; si ha, indicando con V,, Vy, Vo Ур le tensioni 
dei morsetti rispetto ad un riferimento qualsiasi: 


(1.3.2) (У АУУ УЬ) (У-У) (У-У) =0 


che equivale a: 


(I. 3.3) Vv. vei, =0 


Osservazione. 


Le equazioni che esprimono le leggi di Kirchhoff sono lineari e omogenee nel- 
le correnti e nelle tensioni degli elementi del circuito. Esse non dipendono dalla natu- 
ra degli elementi, ma solo dal loro numero e dal modo in cui sono collegati, cioé dalla 


« topologia del circuito ». 


1.4 - Elementi a più di due terminali. Definizione di porta. 


Gli elementi che compongono un circuito possono avere più di 
due terminali.) In questo caso si avranno tante correnti quanti sono i ter- 
minali e tante tensioni quanti sono i morsetti, avendo preso un riferimen- 
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to qualsiasi per le tensioni. Le leggi di Kirchhoff, tuttavia, stabilisco- 
no dei vincoli tra queste grandezze. Precisamente, considerando una li- 
nea chiusa attorno all'elemento e tale da interessare solo i suoi termi- 
nali, si ha per la legge delle correnti che è nulla la somma delle corren- 
ti entranti nell'elemento; Ciò significa che è sufficiente conoscere le 
correnti di M=1 terminali, se M è il numero complessivo dei terminali 
dell'elemento, per conoscere tutte le correnti] Analogamente, la legge 
delle tensioni applicata ad una linea chiusa, che tocchi successivamen- 
te i morsetti dell'elemento (e solo questi), implica che è sufficiente co- 
noscere le tensioni di М-1 morsetti, per conoscerle tutte. 

Quanto detto suggerisce per gli elementi a più di due terminali 
il seguente tipo di descrizione: 


1) scegliere un morsetto come riferimento; 


2) definire le tensioni dei rimanenti morsetti rispetto a questo, localiz- 
zando su questo il segno «пепо»; 

3) considerare le correnti di tutti 1 terminali, escluso quello di riferi- 
mento. 


Per ragioni di comodità, conviene poi scegliere coordinati i ver- 
si positivi delle correnti e tensioni. Сід si ottiene considerando positi- 
ve le correnti entranti nell' elemento ed il segno «meno» delle tensioni 


di elemento a cinque terminali. 

E chiaro che con la scelta 
fatta, è possibile conoscere la ten- 
sione di qualunque morsetto rispet- 
to ad un altro. Per esempio, la ten- 
sione del morsetto 3 rispetto al 
morsetto 1 vale v,- v, 

La scelta fatta per le ten- 
sioni e correnti, atte a descrivere 
l'elemento, non éovviamente l'uni- Fig.1.4.1 - Esempio di elemento acin- 
ca possibile. In alcuni casi, infat- qoe temna Con vori ты рег 
ti, è utile procedere іп modo di ver- 
so, come quando, per il modo parti- 
colare di accesso all' elemento, sono presenti coppie di morsetti che co- 
stituiscono delle unità a se stanti. E il caso in cui nell'elemento si crei- 
no delle «porte ». 
^ — Si definisce come «porta» di un elemento o più in generale di un 
circuito una coppia di morsetti per i quali sussiste la seguente condizio- 


| ne <la corrente entrante пей! uno è uguale ed opposta a quella entrante 


! 


nell 'altro ». 
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Da questa definizione risulta che per una porta é completamente 
definita la corrente e la tensione; si ha cioé una situazione del tutto si- 
mile a quella d di un bipolo.! In | particolare, .un bipolo puó essere conside- 
rato come un un elemento o circuito accessibile solo da una porta) Ritorne- 


"remo nel ( „Сар. VI in dettaglio sulla nozione di porta. 


Osservazione. 


Il legame tra le tensioni e le correnti di un elemento a più terminali è rappre- 
sentato analiticamente tramite equazioni. Tali equazioni dipendono, oltre che dallepro- 
prietà fisiche dell'elemento, anche dal morsetto scelto come riferimento. Perció tale 
morsetto di riferimento va sempre precisato. Ad esempio, nel caso delle specifiche del- 
le case c costruttrici di transistori, è sempre chiaramente precisato se il morsetto di ri- 


ferimento è l'emettitore, oppure la base o il collettore. 


1.5 - Proprietà generali dei componenti e dei circuiti. 


Nei paragrafi precedenti abbiamo parlato della rappresentazione 
grafica degli elementi che compongono il circuito e del modo di sceglie- 
re ed orientare le grandezze elettriche che ne definiscono lo stato. Un 
passo ulteriore nella caratterizzazione di questi elementi e quindi dei 
circuiti elettrici riguarda l'introduzione di alcune proprietà molto gene- 
rali che essi possono possedere. Si tratta della linearità e della perma- 
nenza. Tali proprietà si supporranno possedute da. tutti gli elementi e 
circuiti che verranno, considerati nel seguito. 
~ Verrà anche dato un breve cenno di altre proprietà di tipo gene- 
rale e del legame che intercorre tra esse) 


1.5.1 - Linearità. 


«Il componente o il circuito è lineare se l'effetto dovuto ad una 
qualsiasi causa è proporzionale alla stessa». Una conseguenza immedia- 
ta di questa proprietà è il principio di sovrapposizione degli effetti che 
stabilisce che «l'effetto dovuto a più cause che agiscono сопіетрога- 
neamente è esattamente la somma degli effetti dovuti a ciascuna causa 
considerata come se agisse da sola». 

La proprietà di linearità implica che le equazioni costitutive de- 
gli elementi componenti il circuito sono lineari e che le rappresentazio- 
ni dei circuiti sono costituite da equazioni lineari. 
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1.5,2 - Permanenza. 


«Il componente o il circuito è permanente (ovvero con altra di- 
zione «invariante nel tempo») se l'effetto non dipende dall'istante di ap- 
plicazione della causa». Questa proprietà si può esprimere semplice- 
mente nel seguente modo. Supponiamo che e(t) sia l'effetto dovuto al- 
la causa c(t); allora se consideriamo la nuova causa c(t+t o): l' effet- 
to è uguale a e(t -t,). 

La proprietà di permanenza, associata a quella di linearità im- 
plica che i coefficienti delle equazioni lineari costitutive degli elemen- 
ti e delle rappresentazioni dei circuiti sono indipendenti dalla variabile 


tempo. 


L'importanza delle due proprietà di linearità e permanenza risul- 
terà chiara successivamente; fin da adesso si può anticipare che tale 
importanza è legata alla possibilità di impiegare metodi di analisi mol- 
to potenti e semplici per i circuiti che godono di queste due proprietà. 


1.5.3 - Reciprocità. 


La reciprocità è una proprietà generale dei circuiti o elementi che 
riguarda l'interazione di due eccitazioni sul circuito stesso. Una misu- 
ra intuitiva di questa interazione si ottiene considerando la potenza en- 
trante nel circuito o elemento, supposto accessibile da N porte,come in- 
dicato in fig.I.5.1, in due situazioni diverse di eccitazione e poi quan- 
do tali eccitazioni agiscono contemporaneamente. Si ha: 


N 
USD P, 5 ҰЙ; o Pe х «НӨ; 
k=l k=1 
P, = 5 а G= P, +P, + > vO94 P" XK 
k=1 k=1 
: (2) :(1) 
9 . 
ы Cu tk 
I termini: 
ч (1) ;(2) : (2) + C1) 
> vl! 102 e > viij 
k=1 k k К =] k k 


rappresentano l'interazione tra le due eccitazioni. Se la rete è reciproca 
tali interazioni sono uguali, cioé: 
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N 
CL) 02) = (2) ;(1) 
(1.5.2) уол = Di vi ti 


1 È k=] 


„мМ 2 


k 


In ció consiste /a legge di reciprocità di Lorentz, che puó enun- 
ciarsi come segue: « Considerate due situazioni-elettriche diverse, indi- 


cate rispettivamente соп 1-е 2, le grandezze elettriche di porta di un 
elemento o circuito, accessibile da N-porte, debbono soddisfare la 


(1.5.2), se esso è reciproco >. 


Fig.l.5.1 - Elemento o circuito 
N-porte coi versi delle corren- 
ti e delle tensioni di porta co- 
ordinati. 


Nel caso particolare in cui agisca nel circuito una sola causa e 
si consideri un solo effetto, ció che equivale a considerare il circuito 
come una rete 2-porte chiusa opportunamente in corrispondenza alle por- 
te, la legge di reciprocità di Lorentz equivale al ben noto enunciato: 

«L'effetto non si modifica,in un circuito reciproco,se scambiamo 
tra di loro la posizione della causa con quella dell'effetto ». 

L'importanza di questa proprietà per i circuiti che la posseggo- 
no verrà discussa in dettaglio nel $ VI.9, quando parleremo dell'effetto 
che essa ha sulla rappresentazione delle reti 2-porte. 


1.5.4 - Passività. 


Da un punto di vista intuitivo, possiamo definire come passivo 
Li 


lun circuito od un elemento per il quale l'effetto di una qualsiasi са el] 
di breve durata tende a scomparire con il passare del tempo. Si tratta in 


o di un circuito od elemento «passivo in senso stretto». Una 


| definizione più tenue, molto importante dal punto di vista delle sempli- 
| ficazioni che permette di introdurre, è la seguente «l'effetto di una qual | 
| iasi causa di breve durata si mantiene limitato al тшш Т 
Vedremo nelfCap.IVfle conseguenze della passività ed іп particolare 
della definizione intuitiva precedente. 
J 


| 


| 


Un'altra definizione di passività, anch'essa intuitiva, ë l'impos- 
sibilità per un circuito od elemento passivo di fornire energia. Ciò ov- 
viamente non significa che tale circuito od elemento non possa erogare 
energia per un limitato intervallo di tempo, ma che tale energia sia infe- | 
riore od al massimo uguale a quella accumulata in precedenza, од. tuduh а} 
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қ A quest'ultima definizione si puóassociare una definizione quan} 
titativa della passività. |Supponiamo che l'elemento o il circuito consi] 


derato sia accessibile da М porte e che tensione e corrente di porta, 


siano definiti nel modo coordinato precisato in precedenza, La potenza 
elettrica entrante ad un generico istante vale: 


N 2 
(1.5.3) JOLEE AONO 


Il componente o il circuito si dice passivo se: 


(1.5.4) ІМ p(t) de > 0 


о 


[рег ogni t e per ogni tipo di eccitazione.|E da notare che l'inserimento 


di -œ nell'integrale, equivale a consi ire il componente o il circuito 
1M 8 › р 


a partire da un istante remoto, prima del quale si ammette che il circui- 


| to sia a riposo, cioè che non agiscano eccitazioni di alcun genere) 


1.5.5 | Causalità. | 


In qualsiasi istante tg, l'effetto dipende solo dai valori della | 


‘causa per t € ty». [Tale proprietà potrebbe essere violata dal circuito 
“solo per l'inadeguatezza dei modelli usati. Analiticamente, questa pro- 
prietà si può enunciare nel seguente modo. Sia c,(t) ed e,(t) una par- 


ticolare coppia causa-effetto per -© < t < + ©, Sia inoltre c,(t) ed 
е,(‹) un'altra coppia; supponiamo che: 


(1.5.5) Cat) =" it) per t€ to 
allora,qualunque siano e(t) e € (t) pet t > to, si ha: 
(1.5.6) e, (t) = e(t) per t £t 


Una forma più semplice di enunciato è possibile nel caso che c'in- 
teressa di elementi e circuiti lineari. L'enunciato è il seguente: «L 'ef- 
fetto è nullo per t < tọ se è nulla la causa per t < tg ». 


E facile rendersi conto che i due enunciati sono equivalenti nel caso lineare 
Supponiamo dapprima che sia valido il secondo e facciamo vedere che ne consegue il 
primo. A questo scopo, con riferimento alle eccitazioni e cause considerate nelle 


(1.5.5) e (I 5.6), consideriamo la causa c(t) = cg(t) - су(0). Per definizione: 
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(1.5.7) c(t) = 0 per с< #0 


Poiché il circuito o elemento ё lineare, l'effetto di c(t) ё uguale a e(t) -ejo0- 


- e(t). In base al secondo enunciato risulta: 
(1.5.8) e(t) = 0 per t$ to 


Dalla (1.5.8) consegue la (I.5.6) e quindi la validità del primo enunciato. Inver- 
samente supponiamo che sia valido il primo enunciato e facciamo vedere chene conse- 
gue il secondo. Come nel caso precedente, consideriamo la causa c(t) = с y (0- с1(9. 
L'effetto che gli corrisponde è, poichè il circuito è lineare, e(t) = e (0) - e (t). Inba- 
se al primo enunciato e quindi alle (1.5.5) ed (1.5.6) si ha che c(t) ed e(t) soddisfano 


ale (1.5.7) ed (1.5.8), cioè al secondo enunciato. 


Osservazione. 


Come detto in precedenza la violazione della proprietà di causalità da parte di 
un circuito od elemento è solo conseguenza dell'inadeguatezza dei modelli usati. Tale 
inadeguatezza è particolarmente presente nel caso dei circuiti non passivi. Infatti è 
stato dimostrato nell'articolo D.C. Youla, L.J. Castriota, H.J.Carlin« Bounded real scat- 
tering matrices and the foundation of linear passive network theory», IRE TRANS.CT-6 
(1959) pag.102, che un circuito lineare e passivo é sempre causale e quindi in tale am- 
bito l'inadeguatezza dei modelli porta ad errori più limitati che nel caso attivo. 

Una dimostrazione semplice del modo in cui la causalità consegue dalla linea- 
rità e passività nel caso di un bipolo è disponibile in H.J. Carlin, A.B. Giordano, 
«Network theory», Prentice- Hall, 1964 pagg. 6-7. 


1.6 - Relazioni costitutive degli elementi bipolari lineari e per- 
manenti. 


Gli elementi ideali a due terminali (bipoli) che compongono il 
circuito elettrico a costanti concentrate lineare e permanente sono di 
pochi tipi, che definiremo di seguito, e scaturiscono dal modellamento 
di componenti reali. E interessante osservare che gli elementi ideali che 
si considerano sono buone approssimazioni dei corrispondenti compo- 
nenti reali. Tale situazione è completamente diversa da quella che si 
verifica per gli elementi ideali a più di due terminali, che vedremo nel 
paragrafo successivo. 


1.6.1 - Resistore. 


«Il resistore ideale è un elemento caratterizzato dalla relazione 
costitutiva: 


18 Relazioni costitutive degli elementi bipolari lineari e permanenti 1.6 


(1.6.1) v(t) = Ri(t) 


con_R reale e costante, a cui si dà il nome di resistenza. Il simbolo u- 


saio è queo di fig. I. 6. 1». 
8005 


Fig.1.6.1 - Simbolo del LAT =» 
fesistore. 4 


La resistenza si misura in ohm (simbolo 0) о spesso nei suoi 
multipli (1k G = 1000 G; 1MQ = 1.000 000 Q) e la sua inversa, che 


prende il nome. di, conduttanza, in 0-1. 


Risulta perció: 
(1.6.2) i(t) = Gv (t) 


Il resistore passivo è quello. percui К ё una quantitànon negativa e cor- 
eresie con 1 buona approssimazione al componente resis _corrisponden- 


poichè la potenza elettrica assorbita: 


(1.6.3) p(t) =12(0) R 


ë sempre non negativa. In esso ha luogo un trasferimento irreversibile di 
energia. 

Il componente reale che corrisponde al resistore passivo è carat- 
terizzato dal valore della resistenza (valori commerciali comuni da qual- 
che Q alle decine di MQ), dalla precisione con cui è realizzato, dal- 
la potenza che puó dissipare senza alterarsi (potenza elettrica che si 
trasforma in calore). 

Il resistore attivo è caratterizzato da una resistenza negativa. 
Perciò esso fornisce sempre energia al circuito. Il componente reale che 
gli corrisponde è usualmente rappresentato bene da tale modello solo en- 
tro limiti piuttosto modesti delle ampiezze di tutte le grandezze elettri- 
che ad esso applicate e quando non interessi il comportamento completo 
del componente reale. In particolare è facile dimostrare che il resistore 
attivo facilmente dà origine a circuiti a cui sono associate assurdità di 


tipo fisico. 


1.6.2 - Condensatore. 


«ll condensatore ideale à un elemento caratterizzato dalla rela- 


zione costitutiva: 
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d v (t) 


(1.6.4) i(t) = C di 


con C costante reale, a cui si dà il nome di capacità. ЇЇ simbolo usato 


e quello di fig.1.6.2 
Fig.1.4.2 - Simbolo del car 
dana. T e 


La capacità si misura in farad (simbolo F) o usualmente nei suoi 
sottomultipli (micro-farad = 1076 F, simbolo u Е; nano-farad = 10°° Е, 
simbolo nF; pico-forad = 1071? Е, simbolo pF). Le dimensioni della ca- 
pacità si deducono dalla (I. 6.4), cioè: 


d 
(1. б. 5) farad = dra ecd 


ohm 


Il condensatore passivo è è quello per cui -- = e арке. 


resine con il vincolo di cedere € energia: а al circuito a cui è collegato i in 
\quantità minore o uguale a quella immagazzinata in precedenza. |1 valo- 
те dell'energia immagazzinata è facilmente deducibile, partendo dalla 


10. 6.4); infatti: | 


(1.6.6) eo = / p@mar= | imvmar= 


= о 


=c f vio Sic ar = — Су 


со 
nell'ipotesi che, nell'istante remoto indicato con t =-%@,il condensato- 
re fosse a riposo, cioé senza energia imma gazzinata. E ‘chiaro quindi 
dalla (1.6.6) che il condensatore è passivo nelcaso di capacità positiva. 
La (1.6.4) può inoltre interpretarsi come legame tra tensione e 
carica elettrica, cioè: 


(1.6.7) ghe / 1(7) 4т- С v (t) 


е la capacità rappresenta in questo caso il coefficiente nella relazione 
costitutiva di semplice proporzionalità tra carica e tensione. 
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Il componente reale che corrisponde al condensatore passivo è 
caratterizzato dal valore della capacità (valori commerciali comuni da 
qualche pF a millesimi di F), dalla precisione con cui è realizzato, 
dal valore di tensione che può sopportare senza danni. 

Il condensatore «attivo » è caratterizzato da un valore negativo 
di capacità. L'uso di tale elemento ideale è limitato e riguarda circuiti 
particolari. Il campo di validità del modello è entro intervalli modesti 
delle grandezze elettriche applicate. 


1.6.3 - Induttore. 


« L'induttore ideale è un elemento caratterizzato dalla relazione 
costitutiva: 


(1.6.8) vlt) = L 


m 
а. 
e 

а 


| \ 
con L costante reale, a cui si dà il nome di induttanza. ll simbolo usa- 


to é quello di fig.1.6.3». 


o d v - 
Fig.1.6.3 - Simbolo dell'induttore. — ü 0 LL 
L 


L'induttanza si misura in henry (simbolo H) ousualmente anche 
соп i suoi sottomultipli (milli -henry = 107? H, simbolo mH; micro-henry = 
= 10-6 H, simbolo uH). Le dimensioni dell'induttanza si deducono dal- 
la (1.6.8), cioé: 


(1.6.9) henry = ohm * secondo 


Il componente passivo è quello per cui L è positiva e rappresen- 
ta con buona approssimazione il corrispondente componente reale. E fa- 
cile vedere che l'induttore passivo trasferisce energia in modo reversi- 
bile, con il vincolo di cedere energia al circuito a cui è collegato in quan- 
tità minore od uguale a quella immagazzinata in precedenza. Il valore di 
tale energia immagazzinata è facilmente deducibile, partendo dalla (1.6.8); 
infatti: 


(1.6. 10) € (t) “| р(7) i= f у(т) і(т) ат = 


о о 


f 
= | it» шіт! ах = — L i2(0 


о 
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E chiaro quindi dalla (1.6.10) che l'induttore è passivo nel caso d'indut- 
tanza positiva. 

La (1.6.8) può inoltre interpretarsi come legame tra flusso d'indu- 
zione magnetica e corrente, cioè: 


(1.6.11) Ф (B) -f v()dr-Li(t) 


о 


e l'induttanza rappresenta in questo caso il coefficiente nella relazione 
costitutiva di semplice proporzionalità tra flusso d'induzione e corrente. 

Il componente reale che corrisponde all'induttore passivo viene 
realizzato utilizzando i circuiti magnetici. 

L'induttore «attivo» é caratterizzato da un valore negativo di 
induttanza. L'uso di tale elemento ideale è limitato e riguarda circuiti 
particolari. Il campo di validità del modello à entro intervalli modesti 
delle grandezze elettriche applicate. 


1.6.4 - ll generatore indipendente di tensione. 


« ll generatore indipendente di tensione à un elemento caratteriz- 
zato dalla relazione costitutiva: 


(6.12) vo = v, (0) 


con vg una funzione del tempo assegnata, eventualmente costante. ll 
simbolo usato è quello di fig.1.6.4a). IN el caso di ampiezza costante, 
cioè u (t) = E, viene spesso usato il simbolo di fig.1.6.4 b)». 


£ 
a) — 
n -а-- 


Fig.1.6.4 - Simbolo del 
generatore indipenden- 
te di tensione. 


Il generatore indipendente di tensione rappresenta con buona ap- 
prossimazione il corrispondente componente reale, quale ad esempio una 
batteria, la rete di distribuzione dell'energia elettrica in corrispondenza 
ad una presa. E facile vedere che il generatore indipendente di tensione 
è sede di un trasferimento reversibile non vincolato di energia; infatti 
la corrente che esso eroga dipende dal circuito a cui è connesso e per- 
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ciò la potenza istantanea che esso eroga può assumere qualsiasi valore 
e segno. Ciò significa che idealmente tale elemento è collegato ad un 
accumulatore di energia di capacità infinita, cioè non perturbabile dagli 
scambi di energia. Il generatore indipendente di tensione costituisce u- 
no dei due modi in cui si può intervenire dall'esterno su un circuito. Co- 
me vedremo nel $1.6.7, si possono avere degli inconvenienti, usando ta- 
le modello, in quanto esso non rappresenta in modo completo il corri- 
spondente componente reale. 


1.6.5 - Il generatore indipendente di corrente. 


«Il generatore indipendente di corrente è un elemento caratteriz- 
zato dalla relazione costitutiva: 


(1.6. 13) io)=i; 


con i, una funzione del tempo assegnata, eventualmente costante. Il 
simbolo usato è quello di fig.1.6.5». 


ig (0) 


Fig.1.6.5 - Simbolo del gene- 
ratore indipendente di cor- --- -- 


rente. 


Il generatore indipendente di corrente, a differenza di quello di 
tensione, ha più importanza come ingrediente di circuiti equivalenti di 
componenti reali che come modello di un unico componente reale. E fa- 
cile vedere che tale elemento é sede di un trasferimento reversibile non 
vincolato di energia; infatti la tensione che si stabilisce tra i suoi mor- 
setti dipende dal circuito a cui é connesso e perció la potenza istanta- 
nea che esso eroga puó assumere qualsiasi valore e segno. Quindi, co- 
me per il generatore indipendente di tensione, si puó pensare che quello 
di corrente sia collegato idealmente ad un accumulatore di energia di ca- 
pacità infinita. 

I due generatori indipendenti costituiscono i due modi in cui si 
puó intervenire dall'esterno sul circuito. Nel $ L6.7, metteremo in evi- 
denza alcune incongruenze a cui i modelli dei generatori indipendenti 
danno luogo. 


1.6.6 - Corto-circuito e circuito aperto. 


«Il corto-circuito è un elemento caratterizzato dalla relazione co- 
stitutiva: 
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(1.6.14) v(t) = 


ed il simbolo con cui viene rappresentato è mostrato in fig.1.6.6 a)». 


Fig.1.6.6 - Simboli del | 
corto-circuito a) e del 
circuito aperto b). | 


a) b) 


Tale elemento ideale ë di grande uso nei circuiti, anche se non 
corrisponde ad alcun componente reale. Si puó pensare come un caso li- 
mite del generatore di tensione. In particolare, è interessante notare co- 
me un generatore indipendente di tensione che venga disattivato, cioè la 
cui tensione impressa. sia messa a zero dall'esterno del circuito, si гі-. 
duca proprio ad un corto-circuito., Tale osservazione verrà utilizzata suc- 
cessivamente in varie occasioni. 

«Il circuito-aperto è un elemento caratterizzato dalla relazione 


costitutiva: 
(1.6.15) i(t) 20 


ed il simbolo con cui viene rappresentato è mostrato in fig.1.6.6 b)». Ta- 
le elemento ideale é di grande uso nei circuiti, anche se non corrispon- 
de ad alcun componente reale. Si puó pensare come un caso limite del 
generatore ‹ di corrente. | In particolare, è interes sante notare come un ge: 


neratore indip e: ente di corrente, che venga disattivato, cíoé la cui cor- 


rente impressa sia messa a zero dall'esterno del circuito, si riducapro- 


prio ds un circuito aperto. | 


1.6.7 . Incongruenze associate agli elementi ideali e circuiti equivalenti 
dei bipoli reali. 


Gli elementi introdotti nei paragrafi precedenti sono ideali. La 
«storia » che ha portato alla loro definizione non è usualmente fonda- 
mentale, ma può aiutare a capire se hanno un significato fisico. Nel ca- 
so dei bipoli il significato fisico è sempre presente, in quanto, a parte 
per il generatore indipendente di corrente, la definizione dell'elemento 
ideale è scaturita da un processo di «idealizzazione » di qualche compo- 
nente reale di uso comune. 

L'idealizzazione, però, a volte può essere stata eccessiva, con 
il ché t possono insorgere 1 mum circuito (ideale) delle incongruenze. Ác- 


сеппіато in fig.I.6.7 alle più macroscopiche ed evidenti, discutendo in 
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dettaglio il caso a) dei due generatori indipendenti di tensione. E evi- 
dente che se le due tensioni impresse v, e v, sonodiverse, il circui- 


E E > 1- 2 + ` 
to di fig.1.6.7 a) non ha senso. D'altra parte se V, =v risulta indeter- 


2. 


1100 і (0) 
+ + ui = 


у1(0) v (0 —(p——Dp-— 


a) b) 


Fig.1.6.7 - Due esempi di incongruenze che possono verificarsi connet- 
tendo elementi ideali bipolari. 


minata la corrente erogata da ciascun generatore. [n ambedue i casi si é 
in una situazione «non fisica». D'altra parte che l'incongruenza sia do- 
vuta all'idealizzazione è evidente, in quanto è chiaramente identificabi- 
le la situazione che si verrebbe ad avere con due generatori di tensione 
reali. Ció mette in evidenza che il componente reale richiede di essere 
caratterizzato con un circuito equivalente che contiene oltre all' elemen- 
to ideale corrispondente, anche altri elementi ideali. Ad esempio, già la 
presenza di un resistore elimina l'inconveniente di fig.1.6.7- a), come mo- 
strato in fig.I.6.8, dove entro le zone tratteggiate sono riportati i circui- 
ti equivalenti dei generatori indipendenti di tensione reali. Ovviamente 
il circuito equivalente di fig.1.6.8 non è sufficiente a tenere conto di al- 
tri comportamenti del componente reale, come ad esempio la capacità di 
seguire rapidamente le variazioni di carico. Sarà necessario per questo 
Scopo e per altri possibili arricchire il circuito equivalente adottato. 


Fíg.1.6.8 - Rimozione dell'incon- 
gruenza di fig.1.6.7 a) mediante 
un circuito equivalente opportu- 
no per il generatore indipenden- 
te di tensione reale. 


Riprenderemo il discorso su questo punto successivamente per i 
componenti reali a più di due terminali. Per quanto riguarda i componen- 
ti reali bipolari occorre accennare al fatto che ordinariamente si ha già 
una buona approssimazione con l'elemento ideale corrispondente. L'ag- 
giunta di un resistore di valore opportuno all'induttore ed al condensa- 
tore porta a circuiti equivalenti assai soddisfacenti per i corrispondenti 
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componenti reali. Tali resistori sono usualmente previsti nelle specifi- 
che costruttive di tali componenti, tramite un opportuno coefficiente di 


merito. 


Il coefficiente di merito più usato è definitolcome segue con riferimento a fi- 
{ в 


gura 1.6.97 


wL 1 
(1.6.16) Q = — ; Q= ——— 
R ӘСЕ" 
s s 
oppure: 
R, 
(1.6.17) Q = — ; Q=R' oC 
wL P 


in cui w èla pulsazione di funzionamento. Le due definizioni sono praticamente equi- 
valenti nelle condizioni usuali di funzionamento, in quanto è richiesto dalle applicazio- 


ni per il coefficente di merito Q un valore sufficientemente elevato. 


Р || 
С 
ni R, š С R, 
R, R; 


Fig.l.6.9 - Circuiti equivalenti degli induttori e condensatori reali che 
tengono conto delle perdite associate. 


1.7 - Relazioni costitutive degli elementi ideali a due porte atti- 
vi lineari e permanenti. 


Da quanto detto nel $ L6 ed in particolare nel $ L6.7 il model- 
lo di un componente bipolare reale nasce da un compromesso tra due e- 
sigenze contrastanti: 


+ il modello deve essere sufficientemente completo per rappresentare 
convenientemente il componente dal punto di vista d'interesse; 


-2) il modello deve essere semplice per evitare che l'analisi del circui- 
to si complichi in modo proibitivo. | 
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Tale compromesso nel caso dei componenti bipolari reali è stato 
risolto, introducendo elementi ideali opportuni tramite un processo di i- 
dealizzazione dei componenti reali. 1 modelli che ne risultano peri com- 
ponenti bipolari reali sono assai soddisfacenti, in quanto usualmente ri- 
chiedono l'elemento ideale corrispondente ed eventualmente qualche al- 
tro elemento degli altri tipi, con funzione di correzione. 

Nel caso dei componenti due-porte attivi realila situazione è com- 
pletamente diversa. Il processo di idealizzazione si può applicare, ma 
porta ad un elemento ideale molto distante dal componente reale. Per 
questa ragione l'elemento ideale in questione, che vedremo nel $ 1.7.4 
serve essenzialmente рег due scopi: analisi grossolana e rapida dei cir- 
cuiti contenenti componenti attivi; derivazione di circuiti equivalenti. 

La maggioranza degli elementi ideali attivi due-porte si ottiene 
mediante dei procedimenti completamente avulsi dalla realtà e succes- 
sivamente essi vengono utilizzati, insieme agli usuali elementi bipola- 
ri ideali nei circuiti equivalenti dei componenti reali (1). 

A causa di questa tecnica, esistono numerosi elementi ideali at- 
tivi, non tutti indispensabili, nel senso cioé che si puó rappresentare 
l'uno come aggregato di altri. La loro conoscenza é utile, in quanto si 
prestano con efficacia diversa al modellamento dei componenti reali nel- 
le diverse situazioni di impiego. 

E infine opportuno mettere in evidenza che le due porte di cia- 
scun elemento possano essere completamente separate, come accade 
negli elementi «bilanciati» oppure possono avere un terminale in comu- 
ne, come accade negli elementi sbilanciati. In fig.I.7.1 sono riportati i 
simboli relativi ai due casi. 


si 19 


о = £ 
3 4 


a) b) 


Fig.l.7.1 - Simboli usati per gli elementi bilanciati a) e sbilanciati b). 


I.7.1 - Generatori controllati. 


I generatori controllati sono elementi attivi ideali due-porte ca- 
ratterizzati dal fatto che la grandezza impressa è proporzionale tramite 


(1) - Per dettagli vedere ad esempio: G. Martinelli, < Sintesi delle reti elettriche: Vol.Il» 
Ed. Siderea, 1971 pag. 604 - 646. 
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una costante che prende il nome di parametro di controllo ad un'altra 
grandezza elettrica applicata al loro ingresso, Dipendentemente dal fat- 
to che la grandezza impressa e quella di controllo possono essere una 
tensione od una corrente, si hanno quattro tipi di generatori controlla- 

. Per comodità, si riportano in tab.I.7.1 per ciascuno dei quattro tipi 
il nome particolare usato, le relazioni costitutive con riferimento a fi- 
gura I.7.1, il simbolo usato per rappresentarli nel caso bilanciato, le di- 
mensioni del parametro di controllo. 


TABELLA 1.7.1 - Vari tipi di generatori controllati. 


Generatore di ten- 
sione controllato 
in corrente (tran- 
simpedenza) 


Generatore di ten- 
sione controllato| . Adimensionale 
in tensione 


Generatore di cor- + š 
rente controllato Adimensionale 
in corrente 


Generatore di cor- 
rente controllato 
in tensione (i 


I generatori controllati sono tra gli elementi ideali attivi più u- 
sati. E importante notare che ciascuno di essi è sufficiente ad individua- 
re il circuito equivalente di qualsiasi componente reale quando venga u- 
nito agli elementi bipolari passivi. In particolare è possibile dedurre tut- 
te e quattro i tipi di generatori controllati a partire da uno solo di essi. 
Nelle figg.I. 7.2, 1.7.3, 1.7.4 viene mostrato un modo possibile per dedur- 
re dalla ti transammettenza gli altri tipi di generatori controllati. 
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Fig.1.7.2 - Transimpedenza ottenuta con tre transammettenze | l] parametro di 
controllo vale l/gs e vi = 0. I valori di рі e ро sono arbitrari, purché di- 
versi da zero. 


Fig.l.7.3 - Generatore di tensione controllato in tensione ottenuto con tre 
transammettenze. Il parametro di controllo vale |р1/ро ed із = 0. Il valore 
di g è arbitrario, purchè diverso da zero. o 


Fig.1.7.4 - Generatore di corrente controllato in corrente ottenuto con tre 
transammettenze. Il parametro di controllo vale g3/g1 e vi = 0. Il valore 
di g2 è arbitrario, purchè diverso da zero. 


1.7.2 - Convertitori d'impedenza negativa. 


I convertitori d'impedenza negativa sono caratterizzati dalla lo- 
ro capacità di cambiare da passivo in attivo o viceversa un elemento 
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ideale bipolare, eventualmente alterandone il valore di una quantità co- 
stante. L'elemento di cui si vuole cambiare la natura viene collegato ad 
‘luna una delle due porte del convertitore e il bipolo cambiato si vede all'al- 
itra porta. Il cambiamento consiste in una variazione di segno e nella mol- 
Itiplicazione per una costante positiva, che, nel caso delle resistenze ed 
induttanze prende il nome di coefficiente di conversione e nel caso del- 


E 


le capacità è l'inverso di tale coefficiente. 


TABELLA 1.7.2 - Convertitori d'impedenza negativa. 


Coefficiente di conversione 
Convertitore di dalla porta 1 alla 2; 
impedenza ne- š; 
gativa adinver-. 
sione di tensio- |: 


ne] 


rs 2 ай к Coefficiente di conversione 
пасте 1 dalla porta 1 alla 2 

impedenza ne-| 

gativa adinver-! 

Sione di corren-' 5 k? = —L 

tel 1 iko k 


Resistore di 
resistenza 


Resist 
esistore -KÊR 


Induttore di 
жақсы 


"EL 


Condensato- 
re di capaci- 
Condensatore |tà 
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I convertitori di impedenza negativa sono di due tipi, a seconda 
che passando dalla porta d'ingresso a quella di uscita si haun'inversio- 
ne di corrente o di tensione. In tab.I.7.2 riportiamo il nome, le relazioni 
costitutive con riferimento a fig.I.7.1, il simbolo usato per rappresentar- 
li nel caso bilanciato ed il valore del coefficiente di conversione. In ta- 
bella 1.7.3 illustriamo l'azione di conversione esercitata sugli elemen- 
ti bipolari. E interessante osservare che lo scambio delle due porte ha 
come unico effetto quello di invertire il coefficiente di conversione. 

Dal punto di vista energetico si vede chiaramente che i conver- 
titori d'impedenza negativa scambiano in modo reversibile non vincola- 
to l'energia, in modo analogo ai generatori di tutti i tipi visti. 

Infine in fig.I.7.5 viene mostrato lo schema dei due tipi di con- 
vertitori, ottenuto con quattro transammettenze. 


Fig.1.7.5 - Convertitore d' pu negativa ottenuto con quattro transam- 
mettenze. Risulta: v2 = Vga va; i2= (g2/ 831 іл. Scegliendo i rapporti 
83/84 82/81 positivi й, ha 'INIC; scegliendoli negativi si ha il VNIC. 


1.7.3 - Invertitori d'impedenza negativa. 


Gli invertitori d'impedenza negativa sono caratterizzati dalla lo- 
ro capacità di cambiare da passivo in attivo o viceversa un elemento i- 
deale bipolare, scambiando contemporaneamente la tensione con la cor- 
rente. Ciò implica ad esempio che un condensatore passivo è cambiato 
in un induttore attivo. Le relazioni costitutive dell'invertitore d'impe- 
denza negativa sono: 


vı =R; i; 
(1.7. 1) 
у= К,і, 


соп R,R, > 0. Il caso usuale è quello in cui R, = R,. Utilizzando le 
(1.7.1) si ottiene facilmente l'effetto d'inversione e cambiamento di na- 
tura, illustrato in tab.I.7.4. 
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E facile rendersi conto che scambiando le due porte il comporta- 
mento dell'invertitore rimane inalterato. Dal punto di vista energetico si 
ha lo stesso comportamento degli altri elementi ideali attivi due-porte. 


TABELLA 1.7.4 - Inversione e conversione da passivo ad attivo degli 
elementi bipolari. 


Resistore di 
resistenza 


Resistore к, к, 


R 


Condensato- 
re di capaci- 
tà 

Induttore 


Induttore di 


induttanza 
Condensatore | induttanz 


-RQR,C 


Infine in fig.I.7.6 viene mo- 
strato uno schema di invertitore di 
impedenza negativa ottenuto con 
due transammettenze. 


1.7.4 - Nullore. 


Il nullore è un elemento i- 
deale attivo caratterizzato dalle se- 
guenti relazioni costitutive: 


Fig.1.7.6 - Invertitore d'impedenza ne 
gativa ottenuto con due transammetten 
=0 ze (Ri, R > 0). 


V4 
(1.7.2) 
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E evidente che l'assenza nelle (1.7.2) delle grandezze elettriche della 
seconda porta, implica che queste possono assumere qualsiasi valore. Il 
simbolo usato è riportato in fig.I.7.7. 


+ = "Do + 
MI 0 о Vo 
a) b) 


Fig.1.7.7 - Simbolo usato per il nullore bilanciato a) e sbilanciato b). 


Il nullore è l'unico elemento ideale attivo due-porte che si ottie- 
ne mediante un procedimento di idealizzazione! In fig.1. 7.8 sono riporta- 
ti i fondamenti di tale procedimento, relativamente all'amplificatore o- 
perazionale ed al transistore. 


b) 


a) 


Fig.1.7.8 - Procedimento di idealizzazione che porta al nullore: a) Amplifi- 
catore operazionale: si ottiene il nullore bilanciato al tendere di i+ e di i- 
a zero e di A all'infinito. b) Transistore (NPN o PNP): si ottiene il nul- 
lore sbilanciato con morsetto comune coincidente con l'emettitore, morset- 
to contrassegnato dallo 0 con la base e morsetto contrassegnato con © con 
il collettore al tendere a zero di iy edi vie: 


Mediante il nullore e possibile ottenere qualsiasi altro elemento 
ideale attivo due porte, Per vedere ciò, basta mostrare che è possibile 
ottenere una transammettenza mediante un circuito contenente nullori e 
resistori passivi. Ciò è riportato in fig.I. 7.9. 


b) 


Е ig.1.7.9 - Schema di una transammettenza sbilanciata ottenuta con nullori sbilan- 
ciati e resistori passivi: a) caso del parametro di controllo positivo: b) caso del 
parametro di controllo negativo. Il parametro di controllo ha ampiezza 1/ К in tut- 
te e due i casi. 


L7 Relazioni costitutive degli elementi ideali a due porte attivi 33 


E stato detto nell'introduzione al $ L7 che l'elemento ideale ot- 
tenuto per idealizzazione di componenti attivi reali, serve essenzialmen- 
te per due scopi. Il primo è quello di permettere. un'analisi rapida, anche 
_se grossolana, di circuiti contenenti componenti reali attivi, Que sto pun- 
to verrà sviluppato nel $ 2.6 del Cap. II. 

Per quanto riguarda il secondo punto, cioe la possibilità di deri- 
vare circuiti equivalenti, anche se solo da un punto di vista ideale, lo 
considereremo qui di seguito). La proprietà del логе, che è fondamen- 


tale a questo riguardo, & б 77” 


1) La possibilità di scinderlo in una coppia di bipoli, di per sè stessi 
anomali ed assurdi, se ‘considerati separatamente, quali il nullatore ed il 
noratore. Tali elementi ideali sono definiti i in fig.I.7. 10. In fig.I. 7. 11, so- 
no riportati gli schemi bilanciato e sbilanciato del nullore, ottenuti con 
la coppia nullatore-noratore; P 


| 


Же | 

"n | Nullatore | * Noratore 

i —— M | i L—— M 
у-0 | у = arbitrario 
іл 0 i = arbitrario 


Fig.1.7.11 - Schema bilanciato e sbilanciato del nullore, ottenuto tramite la 
coppia nullatore-noratore. 


2) La possibilità di ottenere con nullatori е noratori i circuiti equivalen- 


ti del corto-circuito e del circuito aperto, come messo in evidenza i in fi- 


gura І. 7. 12. Ca 


— í FIN 


Circuito aperto Corto-circuito 


жы NV => © 
\ 


Fig.1.7.12 - Circuiti equivalenti del corto-circuito e del circuito aperto, ot- 
tenuti tramite il nullatore ed il noratore. 


(1) - Per ulteriori dettagli vedere G. Martinelli, op. cit., pag. 640 - 646. 
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Il modo di procedere per derivare circuiti equivalenti, dal punto 
di vista esterno, ma internamente diversi, consiste nel materializzare nel 
circuito di partenza un circuito aperto oppure un corto- circuito o piü di 
uno contemporaneamente e quindi nel sostituire agli elementi ideali atti- 
vi i nullori nella forma di fig.I.7. 11. A questo punto associando opportu- 
namente nullatori e noratori in modo da formare coppie, si ottengono nel- 
l'interno del circuito sia nullori in posizione diversa da quella di parten- 
za sia un numero maggiore di essi. E evidente che il nuovo circuito, se 
si cerca di realizzarlo con componenti reali, si comporterà usualmente 
in modo molto diverso da quello di partenza, in quanto lalontananza de- 
gli elementi ideali dai componenti reali gioca un effetto diverso dipen- 
dentemente dal circuito considerato. 

L'esempio di fig.I.7.13 chiarisce il procedimento di derivazione, 
descritto sommariamente in precedenza. Esso riguarda la derivazione 


c) d) 


Fig.1.7.13 - Derivazione di uno schema di INIC a due nullori da uno ad 
un nullore. 


di due schemi noti di convertitori d'impedenza negativa a nullori, l'uno 
dall ‘altro) Precisamente іп a) è mostrato lo schema di INIC contenente 
un nullore e dye resistori passivi. Il coefficiente К, è uguale ad 1 e 
ik. a R. / R,| | Lo schema b) si ottiene usando l'equivalenza del nul.. 
Tore con Ta” eo pia nulla nullatore-noratore di fig.1.7.11fSi ottiene quindi lo 
schema c) aggiungendo i in parallelo ad R, un circuito aperto del tipo; 


considerato in fig.1.7.12. Associando le coppie nullatore-noratore come 
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indicato nel tratteggio di c) ed identificandole con nullori sbilanciati si 
arriva al nuovo schema di INIC a due nullori sbilanciati e due resisto- 
ri, mostrato nella parte d) della figura, esattamente equivalente dall'e- 
sterno all'INIC di partenza. 


1.8 - Relazioni costitutive degli elementi ideali a due porte pas- 
sivi lineari e permanenti. 


Gli elementi ideali che considereremo sono tre, di cui due pro- 
vengono da un procedimento di idealizzazione del tipo di quello che è 
usato nel caso degli elementi bipolari passivi. Gli elementi in questio- 
ne sono le «induttanze mutuamente accoppiate » ed il «trasformatore i- 
deale ». Il procedimento di idealizzazione a partire dal componente rea- 
le corrispondente è molto più spinta per il trasformatore che per gli in- 
duttori mutuamente accoppiati. Il terzo elemento che considereremo è il 
giratore; anch'esso può essere ottenuto con un procedimento di idealiz- 
zazione di un componente reale. Tuttavia tale idealizzazione è eccessi- 
va e perciò è più appropriato pensare tale elemento ideale ottenuto con 
un procedimento simile a quello impiegato nel caso attivo, ma applica- 
to al caso degli elementi ideali passivi non-reciproci. 


1.8.1 - Induttori mutuamente accoppiati e trasformatore ideale. 


Gli induttori mutuamente accoppiati costituiscono un elemento 
ideale a due-porte, definito dalle seguenti relazioni costitutive, con ri- 
| ferimento a Ғір.1.7.1: 

rimento a 1 


di, di " P өле 
L, = НЕМ == ТУУ To 
d dt = 
(1.8.1) 
di, di, : 
= M— +L T2 
dt * dt % sa 
(іп cui L, ed L prendono il nome di induttanze proprie € ed M induttan- 


za mutua. Nel caso dell' elemento passivo, che è l' unico che interessa, 


valgono le seguenti ti limitazioni: i pepe: 


(1.8.2) 2.90 ЕТЕП! IM| « «ІІ, 


СЫЗ 
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Il simbolo usato per rappresentare questo elemento è mostrato 
in fig.I.8. 1. E ‚ importante rilevare che: 


1) nel simbolo usato sono presenti i simboli di due induttori di induttan- 
za L, ed L,. Ció, d'altra parte, non deve meravigliare in quanto l'ele- 
mento a due porte, se ridotto ad una, ad esempio aprendo una porta, coin- 
cide esattamente con un induttore; 


i 


Em M Ri 
Fig.1.8.1 - Simbolo usato per E 67-9 + 
gli induttori mutuamente ac- 
coppiati. vi Li L, Vo 


2) nel simbolo usato è presente una coppia di punti. Tali punti indicano 
_che nel calcolo della tensione su un induttore, la caduta di tensione 
provocata dalla corrente che scorre nell'altro (accoppiato) è concorde a 
quello | provocato dalla corrente propria, se le due correnti si trovano nel- 
la stessa posizione rispetto ai suddetti punti, cioè tutte e due entranti o 
uscenti. Nel caso contrario le due cadute di tensione sono discordi, co- 


me indicato in fig. 1.8.2. x 213 


° L, = = сын oc cM ET 2 2) 
ii pi , 3 % 
ij V 57 


Fig.1.8.2 - Induttori mutuamente accoppiati con versi discordi delle cor- 
renti. Risulta 


L'elemento «induttori mutuamente accoppiati » è analogo dal pun- 
to di vista energetico ad un induttore, in particolare passivo se le tre 
costanti Lo L, M soddisfano le (18.2). Пі conseguenza іп esso ha 
luogo un trasferimento reversibile di energia vincolato. Facciamo vedere 
la necessità e sufficienza delle (1.8.2) per la passività dell'elemento. A 
questo scopo é necessario calcolare l'energia immagazzinata nell'ele- 
mento a partire da un istante remoto (t —- Ф), in cuil'elemento stesso ё 
a riposo. Si ha: 
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t 
(1.8.3) € - | (vji,*v,igdr- 


di, d, di, di, 
gi Liig tM "up a Tha. d dt = 


оо 


ЛІ pop 
dl ia ы) di a 


Supponiamo che l'elemento sia passivo, allora £(t) 20 qualun- 


que sia il valore di i, ed i,. Ciò implica: 
EIU L, 20 
1 


(1.8.4) per i,=0 La 50 


Supponiamo quindi che siano soddisfatte le (1.8.2); facciamo ve- 
dere che l'elemento è passivo, cioè © (t) >0 per qualsiasi i, ed i, ln 
particolare, se i, — 0 oppure i, =0, la verifica è immediata. Nel ca- 
so generale, riscriviamo C(t) come segue: 


1 M i Lord Ы 
(1.8.5) et = z Lit [142 rà (1) | 
2 ORE dad 


La quantitàentro parentesi vale al minimo, al variare di ii қ: 


м? 


1.8.6 zione 
(1.8.6) Loi 


e quindi è non-negativa per le (1.8.2), cosí come 1/2 Lo cióche di- 


mostra che © (t) 20. 
Il trasformatore ideale ë un elemento passivo due-porte, definito 
dalle seguenti relazioni costitutive: ~ 
WH і 


(1.8.7) 
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incui n prende il nome di rapporto di trasformazione. Il simbolo è ri- 
portato in fig.I.8.3. Si vede dalla figura che il simbolo usato è molto si- 
mile a quello degli induttori mutuamente accoppiati, tuttavia una diffe- 
renza fondamentale è la presenza solo di n al posto delle tre costanti 


Ба foc M. 


“1 2 
To. ace — + 
Fig.l.8.3 - Simbolo usato 
per il trasformatore idea- V Vo 
le. 
S ael ^ 


Il trasformatore non assorbe o cede potenza e quindi energia; in- 
fatti: 


1 
(1.8.8) Өсу, сан, ы) vui, - 0 


Fig.1.8.4 - Schemi del trasformatore ideale sbilanciato а) ottenuti con nul- 
lori sbilanciati in b) e con transammettenze sbilanciate in с). In que st'ul- 


timo caso deve essere 84/ B3 =n e 89/81 = n. 
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Le sue proprietà tipiche sono: 


1) la capacità di alterare le grandezze elettriche passando da una porta 
all'altra; 

2) la capacità di alterare il livello degli elementi ideali bipolari, quan- 
do chiusi su una sua porta, come messo in evidenza in Tab.I.8. 1. 


Tali proprietà sono di fondamentale importanza nelle applicazio-. 
ni del corrispondente componente reale. 

E infine da mettere in evidenza, che, se ciò è comodo in qualche 
particolare applicazione, è possibile usare schemi del trasformatore i- 
deale ottenuti con qualcuno degli eiementi ideali due-porte attivi. In par- 
ticolare in fig.1.8. 4 riportiamo lo schema ottenuto per un trasformatore 
sbilanciato, usando il nullore sbilanciato e la transammettenza. 


TABELLA 1.8.1 - Variazione di livello degli elementi bipolari ideali 
per effetto del trasformatore. 
vi?nv97nCRij = nRi, - 


Resistore | 7-nR(- п") 2 n? Ri, 
diresisten- | 


yv = nv, n(- R,,) =nRi 


7nR(ni ү) =n2Ri, 


Induttore 
di induttan- 
Induttore za 


Condensato- 

re di capa- 

cità 
Condensatore ; 
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1.8.2 - Giratore. 

Il giratore è l'unico elemento ideale due-porte passivo non-reci- 
proco che si abbia a disposizione. Le sue relazioni costitutive sono, con 
riferimento a fig.I.7. 1: 


52 => Rig 
(1.8.9) 


in cui R è la resistenza di girazione. Il simbolo comunemente usato è 
mostrato in Нр.1.8.5. 


i i 
+ —— 5 == + 
Fig.1.8.5 - Simbolo per “a 
1 Vo, 


il giratore. v 


La passività del giratore è facilmente verificabile, utilizzando la 
(1.8.9). Precisamente, si ha, come per il trasformatore ideale: 


(1.8. 10) p(e)=v,ij+v,i,=-Ri,i, - Ri,i, —0 


Perció il giratore non assorbe ne cede potenza e quindi energia. 

Per quanto riguarda la reciprocità, è sufficiente controllare che 
esso non soddisfa la legge di reciprocità di Lorentz. 

Infatti, applicando le (1.8.9) alla (1.5.2), si ha: 


2 
CIA) ы; :(1); (2) :(1)5 (2) 
5% іе Riu RI £ 
(1.8.11) 


2 
* ТА (2) ac Са): (2) “(оза CT) 
> йү үү Rij is + Ri i) 


Есі 


E interessante ricordare che il nome di giratore dato а questo е- 
lemento deriva dalla sua caratteristica proprietà di scambiare tra loro la 
tensione e corrente, per cui tale elemento permette di trasformare un in- 
duttore in un condensatore e viceversa. In Tab.1.8.2 viene riassunto lo 
effetto del giratore sui bipoli ideali. Particolarmente importante è la tra- 
sformazione di un condensatore in un induttore, che é la base dell'im- 
piego del giratore nei microcircuiti, dove appunto àdel tutto assente lo 
induttore reale tradizionale. Ulteriori dettagli su questo punto (uso dei 
giratori sbilanciati, realizzazione dei trasformatori con giratori) posso- 
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no essere trovati in G. Martinelli, «Sintesi delle reti elettriche», Vol. II 
Ed. Siderea 1971. 


TABELLA 1.8.2 - Effetto del giratore sui bipoli ideali. 


Resistore di 
resistenza 
Resistore 


Induttore di : 
Conden satore induttanza 
RG 
Condensato- 
re di capa- 
Induttore cità 
L 
R2 


E infine da mettere in evidenza, che, se ció ë comodo in qualche 
applicazione particolare, è possibile usare schemi del giratore ottenuti 
con qualcuno degli elementi ideali attivi. In particolare іп fig.1.8.6 ri- 
portiamo Io schema di un giratore sbilanciato ottenuto mediante nullori 
sbilanciati e transammettenze. 


Fig.1.8.6 - Schemi del giratore sbilanciato ottenuti con nullori sbilancia- 
ti a) e con transammettenze b). 
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Per concludere accenniamo al modo in cui viene realizzato il giratore reale. 


Le realizzazioni medi ante strutture passive sono essenzialmente due: 


1) giunzioni 


riempite di ferrite per applicazioni a microonde; 2) dispositivi ad effetto Hall per fre- 


quenze più basse. Una trattazione di questi dispositivi, con dettagli sulla loro insuf- 


ficienza e lontananza dal comportamento ideale, è reperibile in H.J.Carlin, A.B. Gior- 


dano, op. cit. Cap.V. Le realizzazioni del giratore mediante componenti attivi, che so- 


no le più usuali in bassa frequenza, sono trattate in dettaglio in G. Martinelli, Sintesi 
delle reti elettriche, Vol.II, Ed. Siderea 1971, Š IX.11. 


1.8.3 - Trasformatore ideale a più di due porte. 


Un elemento ideale a più porte passivo lineare e permanente è il 
trasformatore di fig.1.8.7, caratterizzato dalle seguenti relazioni costi- 


tutive: 


(1.8. 12) 


ij 7-nylj-ngl, ... пуу 
i) 7-ngl,4-7 1,1; n ow Iu 
ty 77 пу 7 ny gl; nyy iN 


che possono più sinteticamente essere scritte: 


(1.8.13) 
essendo: 
li 
і, 
"(L8.14) і = : 
ің 


ed indicando t l'operazione di trasposizione per le matrici. 


i=- TI 
V=Ttv 
I, Vi Vi 
I, Vo V, 
L == ; у= " 5 V = 
In VN Уң 


1.8 
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Fig.1.8.7 - Il simbolo usato per il trasformatore a più porte. 


1 
FE 
T 
e 
1 vi 
1o 
— + 
e 
1 Va 
IN 
oo 
e 
1 YN 
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E facile vedere che l'elemento ideale definito dalle (1.8.13) è 
è passivo e reciproco. Infatti: 


N 
(L815 © pl) => (Vl, v,ijj s V'Iti'v  v!TI-I'T! v -0 
k=l 


ciò che prova la passività.» 
Per quanto riguarda la legge di reciprocità di Lorentz, si ha: 


ji Dry O + p(Dty(2) =. I Dt Tt, D + [?ryti = 0 
(1.8.16) 


jV OD) + 102):у(1) =. I Tt) + I2: yCO =0 


ciò che provala reciprocità dell'elemento. 


1.9 - Circuiti equivalenti a costanti concentrate lineari e perma- 
nenti dei componenti reali. 


Il circuito ideale costituisce un'approssimazione di una struttu- 
ra reale costituita da dispositivi a due o più terminali di pochi tipi con- 
nessi in modo qualsiasi tra loro. Esso si ottiene sostituendo a ciascun 
dispositivo un circuito equivalente più o meno complesso a seconda di 
ciò che si vuole ottenere. Il circuito equivalente di ciascun dispositivo 
reale si ottiene tramite un'operazione di modellamento, la cui importan- 
za è evidente ai fini di una valutazione esatta delle prestazioni del cir- 
cuito stesso. Usualmente l'approccio al modellamento di un dispositivo 
si basa o su una corrispondenza fisica tra elementi ideali componenti il 
circuito equivalente e fenomeni che hanno luogo nel dispositivo oppure 
su una caratterizzazione esterna forzata. La prima via hail vantaggio di 
portare ad un circuito i cui parametri sono indipendenti dalla frequenza 
entro campi molto vasti e la cui dipendenza da altre quantità (tensione 
di polarizzazione, temperatura, ecc.) sono prevedibili ed in parte con- 
trollabili. Di contro ha lo svantaggio di una difficile misurazione dei pa- 
rametri stessi. Vantaggi e svantaggi opposti caratterizzano la seconda 
via. 

Qualunque sia l'approccio seguito,il circuito equivalente del di- 
spositivo lo rappresenta in modo accettabile solo se un certo numero di 
condizioni sono soddisfatte e se interessano solo particolari punti di vi- 
sta. Per questa ragione é fondamentale tenere conto di tali condizioni e 
punti di vista nell'uso del circuito equivalente, eventualmente fornito 
dalla casa costruttrice del dispositivo. 
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Nel presente paragrafo, più che una panoramica dettagliata del- 
l'argomento, si vuole dare un'idea degli aspetti più importanti del mo- 
dellamento. A questo scopo la trattazione verràlimitata solo ad un com- 
ponente reale: il transistore bipolare a giunzione, che verrà indicato nel 
seguito per brevità con la sua sigla inglese BJT(!) (bipolar junction 
transistor). 

Come noto il BJT si ottiene introducendo dai due lati opposti 
di un cristallo puro di silicio о di germanio impurità dello stesso tipo e, 
centralmente, del tipo opposto, come messo in evidenza іп fig.1.9. 1. Nel 
funzionamento normale la giunzione base-emettitore è polarizzata in sen- 
so diretto e quella base-collettore in senso inverso. Il dispositivo viene 
caratterizzato tramite curve, che si ottengono prendendo uno dei suoi 
morsetti come riferimento, ed individuando il legame tra le tensioni de- 
gli altri due morsetti rispetto a quello di riferimento e le correnti entran- 
ti in esso. Ad esempio, prendendo l'emettitore come riferimento, una fa- 
miglia di curve molto usata è quella che fornisce l'andamento della cor- 
rente di collettore I. in funzione della tensione collettore - emettitore 
Veg êl variare della corrente di base I p, come mostrato in Нр.1.9.2, 
insieme соп la famiglia di curve che forniscono I, in funzione della 
tensione base-emettitore V „g al variare di Vog- 


Base Base 


Emettitore HHB Collettore Emettitore BHH Collettore 
E C 
B AC B — 
Е : E 


Fig.1.9.1 - Transistori BJT del tipo NPN e PNP. Le lettere n e p indica- 
no la presenza dei due tipi di impurità. 


L'esame della fig.1.9.2 mette in evidenza la non-linearità del 
transistore, cioè il fatto che il legame tra le grandezze elettriche Ij, 
Ic, Vgg, Veg Š estremamente non lineare. Tuttavia, è facile rendersi 
conto che tale legame è approssimativamente lineare tra le variazioni di 
queste grandezze rispetto ai valori che corrispondono a punti delle due 
regioni I, - V I. - V di fig.I.9.2, scelti opportunamente. Questa 


e ERE gp ole 9 4 
osservazione é la base del circuito equivalente lineare e permanente del 


(1) - Per dettagli ulteriori sul BJT e per notizie relative ad altri dispositivi, quali il 
triodo, il pentodo il MOSFET, il JFET, l'amplificatore operazionale si veda ad es.: 
WE SE D. Mirri, « Dispositivi e circuiti elettronici», Ed. Calderini Bologna 1976, 
Vol.I e Vol.II. 
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Ver Vgp(mV) 
Fig.1.9.2 - Caratteristiche di un BJT. 


BJT. Precisamente, tramite un'operazione fondamentale, che prende il 
nome di polarizzazione,il BJT viene portato a funzionare in punti oppor- 
tuni delle suddette regioni, caratterizzati da valori ben definiti delle gran- 
dezze elettriche (punto di lavoro). Quindi si vanno a considerare le va- 
riazioni di queste grandezze intorno al punto di lavoro.Il legame tra que- 
ste variazioni caratterizza il circuito equivalente del BJT e permette di 
individuarlo. Come detto in precedenza si possono seguire due approcci 
per effettuare questa determinazione: approccio fisico e approccio ester- 
no. Vedremo successivamente in dettaglio i due approcci. 

E importante notare che giuoca un ruolo fondamentale il morset- 
to preso come riferimento. 


1.9.1 - Approccio esterno alla determinazione del circuito equivalente 


del BJT. 


Preso un morsetto come riferimento, il BJT si presenta come un 
circuito due-porte e quindi puó essere caratterizzato esternamente con 
le tecniche proprie dei circuiti due-porte che vedremo nel Cap. VI. Per 
quanto detto, quello che si ottiene lega le variazioni delle grandezze e- 
lettriche. 

L'approccio è particolarmente conveniente nelle applicazioni in 
bassa frequenza del ВЈТ; in questo caso infatti i parametri del circuito 
equivalente sono indipendenti dalla frequenza e coincidono esattamente 
con gli elementi ideali resistori e generatori controllati, come messo in 
evidenza in fig.1.9.3, che si riferisce al caso che il morsetto di riferi- 
mento sia l'emettitore. E necessario sottolineare che: 
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Fig.1.9.3 - Circuito equivalente del BJT in bassa frequenza. 


1) il circuito equivalente dipende dal punto di lavoro, ottenuto con la po- 
larizzazione. In fig.I.9. 4 si riporta l'andamento dei quattro parametri del 
circuito al variare della I, nel punto di lavoro; 


oi de $5 1 2 5 10 Ic (mA) 


Fig.1.9.4 - Andamento dei parametri del circuito equivalente normalizzati ri- 
spetto al valore che si ha per Ic = 1] mA. 


2) il circuito equivalente vale per ampiezze limitate delle variazioni del- 
le grandezze elettriche; 


3) il circuito equivalente dipende dalla temperatura interna della giun- 
zione, come messo in evidenza in fig.1.9.5. Latemperatura interna a sua 
volta dipende dalla temperatura esterna e dalla potenza dissipata nel 
BJT. A questo riguardo è nota per ogni BJT la resistenza termica giun- 
zione-ambiente k,, espressa in °C/mW, che fornisce immediatamente 
la temperatura della giunzione, nota la potenza dissipata nel transistore 
e la temperatura ambiente, cioè: 


(1.9.1) T,-T, ek, P. 


dove: T. è la temperatura della giunzione; T, è la temperatura ambien- 
te; kas è la resistenza termica; P, èla potenza dissipata nel transistore; 
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he 
(hie) tip 
3 
2 1000C 
| uud 
25°С 
0,4 
0,2 
0,1 
0,01 0,1 1 10 102 Ic (mA) 


Fig.l.9.5- Andamento di h,, con Ic e con la temperatura. 


4) il circuito equivalente dipende dal morsetto scelto come riferimento. 
Ad esempio, prendendo la base invece dell'emettitore, il circuito si mo- 
difica come indicato in fig.I.9.6 con i valori degli elementi espressi in 
funzione di quelli del circuito di fig.I.9.3 (avendo effettuato delle oppor- 
tune semplificazioni nella loro derivazione). 


Fig.1.9.6 - Circuito equivalente del BJT con morsetto di riferimento coin- 
cidente con la base. 


E interessante tenere presente i campi di valori usuali per i pa- 
rametri; precisamente si ha: 


hs. qualche decina * qualche centinaio 
ho 1 + 10 (КО) 

h. Mr? #19 

h 10 + 100 (u mho) 
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E da ricordare inoltre che il costruttore fornisce per ogni dispositivo ol- 
tre alle condizioni di misura i valori tipici e per i parametri più importan- 
ti i limiti di variazione minimo e massimo. Ad esempio peril BJ T AC125 
della Philips Elcoma (PNP al germanio), dalle specifiche si ha: 


Condizioni di misura: I; *2mA frequenza = 1 kHz 


Yeg. 7 9 V temperatura = 25°C 
Valori tipici: h, = L,7 КО ; hy = 125 5. = 80 отно ; h. =6,5 10:4 


Variazioni: (h,.) =80 ; (h,.) = 170 


min max 


Il costruttore inoltre fornisce famiglie di curve del tipo di fig.L9.4 e 
1.9.5, 

La limitazione maggiore del circuito equivalente considerato ё 
che esso vale in bassa frequenza. Quando il BJT interessi a frequenze 
per le quali è necessario tenere conto della memoria del dispositivo,nel- 
l'ambito dell'approccio esterno, occorre introdurre parametri non più rea- 
li ma complessi e variabili con la frequenza. E usuale fare uso in que- 
sto caso, per ragioni di comodità, di altre configurazioni legate a tipi 
diversi di rappresentazione del circuito 2-porte che è il BJT. Il costrut- 
tore inoltre fornisce per varie frequenze i valori misurati tipici, massi- 
mi e minimi dei parametri del circuito. In queste condizioni il circuito 
equivalente non contiene più elementi ideali del tipo visto in preceden- 
za ma blocchi funzionali dipendenti dalla frequenza. Il vantaggio dello 
approccio esterno in questo caso è la semplicità del circuito equivalen- 
te e della misura dei parametri che servono. Lo svantaggio è la dipen- 
denza dei parametri dalla frequenza e quindi la necessità di effettuare la 
misura per varie frequenze. Vantaggi e svantaggi opposti sono presenti 
nell'approccio fisico. 


1.9.2 - Approccio fisico alla determinazione del circuito equivalente: il 
circuito a 7-ibrido o di Giacoletto. 


Il circuito equivalente del BJT più usato alle alte frequenze è 
quello proposto da Giacoletto, chiamato anche a ibrido (pi-greco-ibri- 
do). 

Il circuito è mostrato in fig.1.9.7 ed i suoi parametri vengono in- 
di viduati analizzando fin dove è possibile il meccanismo di funziona- 
mento del dispositivo ed i fenomeni parassiti che lo accompagnano. In 
particolare: 
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Collettore 


Emettitore 


Fig.1.9.7 - Circuito equivalente di Giacoletto. 
\ 
-r, tiene conto della caduta di tensione associata alla diffusione del- 
le cariche maggioritarie entro la regione di base; 


-i te? Г tengono conto dell'effetto della tensione di collettore sulla 
larghezza della regione di base, che provoca una dipendenza delle cor- 
renti di base e di collettore dalla tensione di collettore. In particolare 
r,, è usualmente trascurabile; 

-Ie B,. Га tensione base-emettitore influisce esponenzialmente а 
riposo sulle correnti di base e di collettore. Supponendo che tale dipen- 
denza sussista anche se le grandezze elettriche variano nel tempo, si 
hanno di conseguenza la resistenza г,, ed il generatore di corrente 
controllato. In effetti l'ipotesi precedente vale solo entro certi limiti, 
ciò che pone un limite alla validità del circuito di Giacoletto; 


-C a- In una giunzione, al variare della tensione ai suoi capi varia il 
numero delle cariche non neutralizzate ai lati della giunzione stessa. Di 
tale effetto tiene conto C,,, per la giunzione base-collettore. Tale ca- 
pacità prende il nome di capacità di transizione della giunzione base- 
- collettore; 


- C'e- La capacità C, è somma di due termini, С. e Су, Il pri- 
mo è analogo a C,., e prende il nome di capacità di transizione della 
giunzione base-emettitore. Il secondo tiene conto della carica minorita- 
ria immagazzinata nella base e prende il nome di capacitàdi diffusione. 


Quest'ultimo termine è nettamente prevalente sul primo; 


- Cher С,., Cpa sono capacità dovute ai fili ed al contenitore ed usual- 


mente possono essere trascurate, 
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Il valore dei parametri del circuito di Giacoletto dipende oltre 
che dal particolare BJT, dal punto di lavoro e dalla temperatura. É im- 
portante conoscere, almeno qualitativamente, tale dipendenza. Ad esem- 
pio: g, varia linearmente con I,, inversamente con la temperatura e 
non dipende da Ур; Су, relativamente alla sua componente preva- 
lente, varia linearmente con 1., dipende poco dalla temperatura ed è 
indipendente da V. ,;C,,, è indipendente da І. е dalla temperatura е 
decresce con Vogi ry, aumenta con Vc, ela temperatura e varia 
inversamente ad Іс. 

E importante tenere presente che il costruttore non fornisce u- 
sualmente tutti i parametri del circuito di Giacoletto; occorre perció ri- 
cavarli dai dati disponibili che sono:corrente di polarizzazione del col- 
lettore Ico; valore in bassa frequenza (usualmente 1 kHz) di hos in- 
dicato come Bo; frequenza di transizione f, cioè la frequenza in 
corrispondenza alla quale il parametro h,, diventa unitario in modulo (1); 


valore di сү... Si ricavano da questi dati (peruna temperatura di 25°С): 


(1.9.3) rage 


С ” ©: 
b'e b'c 
2Tf, 


[l valore di r,,, è difficilmente reperibile; il suo valore tuttavia è del- 
l'ordine di 10 + 500 e può essere spesso trascurato. 

E infine da ricordare che il circuito di Giacoletto è valido fino a 
frequenze dell'ordine della metà della frequenza di transizione fn. Ol- 
tre questa frequenza non è più accettabile, in quanto il modello non tie- 
ne conto dei fenomeni parassiti che divengono ptedominanti alle altis- 
sime frequenze. 

Per concludere questo paragrafo, riportiamo le specifiche del co- 
struttore relative ad un BJT della 5.6.5, il BC113 NPN al silicio, e 
successivamente i calcoli relativi ai parametri pià significativi del cir- 
cuito di Giacoletto ad esso relativo. 


(1) - Molto spesso il costruttore fornisce invece di f< il valore di LG a qualche 
frequenza elevata f}, in corrispondenza alla quale » (£y | è vicino ad uno. Tenendo 
conto dell'andamento asintotico di LN con la frequenza, quando è vicino ad uno, 
si ha che: 


(19.2) ЫЗ кіз 
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Specifiche del costruttore. 
Veg 75V i Tg md Е Т = 25°С 
=5 valore tipico per f = 20 MHz 


сы 2,7 pF tipico 


ы 
4рЕ пах 


Bo = 350 valore tipico per f = 1 kHz 
Calcoliamo con le (1.9.3) i parametri Ba букы Epa usando ove possibi- 
li i valori massimi delle specifiche e tenendo conto per il calcolo di f, 


della (1.9.2). Si ha: 


5, = 40-107? = 40 mA/V 


Жүйе. TE = 8,75 ЕО ; f. € 5:20-105 = 100 MH 
е 40-103 ^ t Frs pe z 
40 - 107? 25 
pcr TA 


1.9.3 - Paradossi legati all'uso di elementi ideali. 


L'operazione di modellamento di un dispositivo o circuito reale, qualunque sia 
l'approccio seguito, puó portare ad un circuito ideale che viola alcune leggi fisiche fon- 
damentali. Vedremo nel prossimo capitolo che un qualsiasi circuito ideale soddisfa sem- 
pre il principio di conservazione della potenza. Tuttavia può accadere che il circuito 
violi il principio di causalità oppure la teoria della predizione di Wiener. Esempi detta- 
gliati riguardanti questo punto possono essere trovati in G. Martinelli, « Sintesi delle re- 
ti elettriche» Vol.II, Siderea, 1971, pp. 618- 621 per il convertitore d'impedenza nega- 
tiva e pp. 593- 596 per il resistore negativo. 

L'esistenza di questi paradossi mette in evidenza che non tutti i risultati che 
si ottengono analizzando un circuito ideale sono aderenti al comportamento reale della 


struttura fisica che si sta considerando. 


1.10 - Grafo di un circuito e sue proprietà topologiche. 


Nell'ambito di validità delle ipotesi di linearità, permanenza e 
costanti concentrate, un circuito reale può essere rappresentato mediante 
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la connessione di elementi ideali del tipo di quelli visti nei paragrafi 
precedenti. Tali elementi sono sempre riconducibili a due terminali me- 
diante l'uso di un generatore controllato oppure del nullore, quando usa- 
to nella configurazione nullatore-noratore. Di conseguenza il generico 
circuito ideale è costituito da un insieme di elementi a due terminali, 
connessi in modo qualunque, caratterizzati da due grandezze elettriche 
(tensione e corrente). 

Se R è il numero degli elementi a due terminali suddetti, le 
grandezze elettriche sono rispettivamente R tensioni ed R correnti. 
Queste 2R grandezze debbono soddisfare due gruppi di equazioni: 


1) quelle che conseguono dalle relazioni costitutive. Si tratta di equa- 
zioni che legano tensione e corrente di un solo elemento nel caso che 
tale elemento rappresenti un componente a due terminali, come ad esem- 
pio il resistore, l'induttore, ecc. Sono invece equazioni che legano ten- 
sioni e correnti di due o più elementi nel caso che questi elementi rap- 


presentino ı un componente a tre o più terminali, come ad esempio i gene- 


2)) quelle che — dalle due leggi di Kirchhoff. 


In particolare, le equazioni del secondo gruppo sono omogenee e 
el tutto indipendenti dalla natura degli elementi] Ciò implica che l'in- 
Waaa — 
sieme delle R correnti si puà sempre suddividere in due sottoinsiemi 
|di cui cui uno derivabile dall'z altro direttamente) Il sottoinsieme da cui de- 
riviamo le correnti di tutti gli elementi lo indicheremo nel seguito come 
[«s sottoinsieme delle correnti indipendenti») >| Esistono numerosi sottoin- 
siemi di questo tipo, come vedremo successivamente. In modo del tutto 
simile si può definire un «sottoinsieme delle tensioni indipendenti». La 
individuazione dei sottoinsiemi delle tensioni e delle correnti indipen- 
denti è di importanza fondamentale per la soluzione del problema ella 
analisi di un circuito.) D' altra parte, tale individuazione è basata sulle 
leggi di Kirchhoff; quindi non dipende dalla natura degli elementi, ma 
solo dal numero degli elementi presenti e dal modo in cui sono connes- 
si. Per questa ragione accanto al circuito conviene considerare il suo 
«grafo », intendendo per grafo ciò che si ottiene dal circuito sostituendo 
ciascun elemento con un segmento, come mostrato in fig.I. 10.1 b). 
pe Molto spesso il grafo ` viene orientato, nel senso che in ogni suo 


ramo si assume assegnato un verso. Tale verso coincide usualmente con 
quello della corrente che percorre il corrispondente elemento e fornisce 


pres il verso positivo della tensione] se si suppone di usare versi po- 
sitivi coordinati per le due grandezze elettriche di ciascun | elemento. 


Ciò è mostrato in fig.T. 10.2 per l'esempio già considerato. 
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Fig.1. 10,2 - Grafi orientati corrispondenti al circuito di fig.I.10.1 a). 


Le proprietà del grafo che vengono usate nell'ambito delle leggi 
di Kirchhoff sono quelle topologiche, cioè quelle proprietà geometriche 
che non vengono alterate da una deformazione continua che trasformi la 
configurazione iniziale in un'altra configurazione riferibile alla prima 
mediante una corrispondenza Бішпіуоса, Un esempio di deformazione di 


questo tipo è quella che fa passare dal grafo orientato di fig.1.10.2 a) a 
quello di fig.I. 10.2 b), ambedue corrispondenti al circuito di fig.I. 10. 1 a). 


ЛОЛ - Nozioni topologiche fondamentali. 


Le nozioni topologiche introdotte implicitamente fino a questo 
momento sono quelle di nodo e ramo, essendo il ramo il segmento che 
nel grafo corrisponde ad un elemento del circuito ed il nodo il punto del 
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considera l' ‘equilibrio delie correnti che attraversano una a fini- 
ла chiusa o о più | precisamente una linea finita chiusa, supponendo di rap- 
presentare il circuito su un piano. Le linee chiuse che interessano so- 
no quelle che intersecano ciascun elemento non più di una volta ed in 
corrispondenza ad un suo terminale. E evidente che a ciascuna di que- 
ste linee chiuse corrisponde un insieme di rami del grafo,cioè quelli che 
rappresentano gli elementi toccati dalla linea stessa. Questoinsieme di 
rami pr rende il nome di «taglio ». In particolare nel caso dei circuiti con- 
nessi, cioè dei circuiti in cui è possibile andare con continuità da un 
nodo a qualsiasi altro, il «taglio è un insieme di rami tali che 1а loro e- 
limínazione rende il grafo risultante non connesso», In fig.I. 10.3 viene 
mostrata una linea chiusa ed il corrispondente taglio peril circuito con- 


nesso di fig.I. 10.1. 
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Fig.1.10.3 - Esempio di taglio. 


Nel caso della seconda legge di Kirchhoff si considera nel circuito 
l'equilibrio delle tensioni lungo u una linea chiusa e finita; Le linee che 
interessano s sono quelle che intersecano gli elementi solo in corrispon- 
denza ai loro morsetti (ambedue contemporaneamente). E evidente che a 
ciascuna di queste linee corrisponde un insieme di rami del grafo, cioé 
quelli che rappresentano gli elementi toccati dalla linea. Questo insie- 
me di rami prende il nome di maglia. In fig.I. 10. 4 viene mostrata una li- 
nea chiusa e la corrispondente maglia per il circuito di fig.I. 10. 1. 

———te nozioni di taglio e maglia sono fondamentali per esprimere le 
leggi di Kirchhoff per un circuito| Ciò risulta chiaro con riferimento agli 
"esempi di fig.1.10.3 e I. 10. 4. Nel primo caso, infatti, l'equazione di e- 


quilibrio relativa alla prima legge di Kirchhoff è: 
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(1.10.1) 11 17%, fig - 0 
е nel secondo caso, relativamente alla seconda legge di Kirchhoff, à: 


(1.10.2) Vive ce 


Fig.1.10.4 - Esempio di maglia. 


E evidente che nel primo caso le correnti sono state considerate 
positive uscenti dalla linea chiusa e nel secondo caso il verso di per- 


x 


correnza della linea chiusa è stato quello orario. 


1.102 - Albero e co-albero. 


Nel paragrafo precedente abbiamo visto che dalle leggi di Kirch- 
hoff consegue che le tensioni e le correnti possono essere suddivise in 
due gruppi, da considerarsi dipendenti l'uno dall'altro. E evidente che 
ai fini della soluzione dei problemi di analisi interessa avere a disposi- 
zione metodi per individuare tali gruppi di variabili indipendenti. Questa 
individuazione è immediata se si fa uso delle nozioni topologiche di al- 
bero e co-albero. 


a 
a) b) 


Fig.1.10.5 - a) Un albero del circuito di fig.1.10.1; b) co-albero corrispon- 
dente all'albero mostrato in a). 
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L'albero ё un insieme connesso di rami che comprende tuttii no- 
di del grafo senza formare percorsi chiusi.{ In fig.I. 1C 10.5 riportiamo un e- 
sempio di albero per il. circuito di fig.I 10.1. Esistono per uno stesso 
circuito numerosi alberi. La determinazione del loro numero e delle loro 
configurazioni è possibile; nel caso presente tale determinazione non 
verrà trattata in quanto non verranno sviluppati i metodi di analisi esclu- 
sivamente topologici che la richiedono, basati sulla terza e quarta legge 
di Kirchhoff, ? 
~~~ Associata alla nozione di albero è quella di co-albero. Il co-al- 
bero è l'insieme dei rami del grafo non appartenenti all'albero. 
ЕК facile rendersi conto che se | кш гап Ni nodi di un 
с connesso, allora (N- 1ўё il numero dei rami albero e quindi 
quello dei rami del co-albero. Per = a ciò supponiamo di 
costruire l'albero con i rami del grafo. Prendiamo a questo scopo un pri- 
mo ramo; esso implica la considerazione contemporanea di due nodi, 
cioè quelli tra cui esso è attaccato. Il secondo ramo da considerare de- 
ve necessariamente essere uno di quelli attaccati ad uno qualunque dei 
due nodi precedenti, in quanto per definizione l'albero è connesso. D'al- 
tra parte tale ramo esiste in quanto per ipotesi anche il circuito è con- 
nesso. Procedendo cosî, si potrà ogni volta inserire un nuovo ramo, in 
modo da conservare la connessione dell'insieme di rami che si sta co- 
stituendo, aggiungendo sempre un nuovo nodo. Infatti ogni ramo aggiun- 
to non può essere attaccato tra due nodi già facenti parti dell'insieme in 
questione, altrimenti tale aggiunta provocherebbe un percorso chiuso 
contro la definizione di albero. La costruzione precedente termina quan- 
do tutti i nodi del grafo sono stati inclusi. E evidente che ogni ramo in- 
serito ha implicato l'aggiunta di un nodo, ad eccezione del primo che ne 
ha implicati due. Quindi il numero dei rami dell'albero è | N- l| 
L'aggiunta di un ramo qualsiasi del co-albero all' albero] provoca 
una maglia, come conseguenza della definizione di albero. Esistono per- 
-N+1 maglie di P tipo, a cui si dà il 
nome di maglie fondamentali associate a Д circuito di fi- 
gura 1.10.1 e relativamento att*álbero di FETTO. 5, le maglie fondamen- 
tali sono quelle mostrate in fig.I. 10.6. Per quanto detto una maglia fon- 


damentale contiene uno ed un solo ramo del co-albero ed ogni ramo del 
co-albero compare in una ed una sola maglia fondamentale. 
а ed una sota maglia Jondamentate 


(1) - Si veda ad жағары L. Weinberg, « Network analysis and synthesis», Mc Graw - Hill 
Co. 1962, $ 4 


(2) - Si veda L. Weinberg, op. cit. Cap.IV. Si veda anche Percival, «The solution of pas- 
sive electrical networks by means of mathematical trees», Proc. I.E.E., Vol. 100, Par- 
te III, maggio 1953, p. 143. 
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Fig.1.10.6 - Le maglie fondamentali associate all'albero di fig.I.10.5 per 
il circuito di fig.I.10.1. 


Togliendo un ramo dell' ‘albero, questo vi viene suddiviso in due par- 
. Ciò implica che è possibile individuare un taglio costituito da quel 
ramo dell'albero e da altri rami appartenenti 25 al co-albero. Un taglio 
di questo tipo prende il nome di taglio fondamentale; è evidente che, as- 
sociati ad un albero, si hanno( N- D tagli Fondamentali, cioè tanti quan- 
ti sono i rami dell' albero. | 
In fig. 1.10.7 sono mostrati i tagli fondamentali del circuito di fi- 
gura I. 10. 1 relativi all'albero di fig.I. 10.5. Per quanto detto un taglio 
fondamentale contiene uno ed un solo ramo dell'albero ed ogni ramo del- 
l'albero compare in uno ed un solo taglio fondamentale. 
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Fig.1.10.7 - I tagli fondamentali associati all'albero di fig.I.10.5 per il 
circuito di fig.I.10.1. Tratteggiati sono indicati i rami del co-albero. 


E facile constatare che le tensioni dei rami dell'albero costitui- 
scono un insieme di tensioni indipendenti. Basta far vedere che: 


1) non esistono legami tra tali quantità; 


2) le tensioni dei rami del co-albero sono esprimibili in funzione di es- 
se. 


Il punto 1) é conseguenza della definizione di albero, che impli- 
ca l'assenza di maglie. Il punto 2) si deduce scrivendo le equazioni di 
equilibrio delle tensioni per le maglie fondamentali. Infatti tali equazio- 
ni contengono ciascuna una ed una sola tensione dei rami del co-albero 
e sono in numero uguale al numero di tali rami. 
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Per il circuito di fig.I. 10.1 con l'albero di fig.I. 10.5, si ha: 
(1.10.3) M 


57,7%, $1 Y ; у= a Ғғ; 


оз 

Le correnti dei rami del co-albero costituiscono un insieme di 
correnti indipendenti. Infatti non esistono legami tra tali quantità, poi- 
chè n non vi può essere un taglio costituito solo dai rami del. co-albero, 
essendo l'albero un insieme connesso di rami. Inoltre, le correnti dei ra- 
mi dell'albero sono direttamente esprimibili in funzione di quelle del co- 
-albero, come si deduce considerando le equazioni di equilibrio dei tagli 
fondamentali. Tali equazioni contengono una ed una sola delle correnti 
dei rami dell'albero e sono in numero esattamente uguale al numero dei 
rami dell'albero. Per il circuito di fig.L 10.1 con l'albero di fig.I.10. 5] 
siha 


(1.10.4) i 


I tagli e le maglie fondamentali relative ad uno stesso albero go- 
dono di alcune proprietà che mettiamo in evidenza di seguito. 


Proprietà 1.10.1 - «La maglia fondamentale relativa ad un ramo del co-al- 
bero comprende tutti e soli i rami dell'albero i cuitagli fondamentali com- 
prendono quel ramo». 


Per verificare questa proprietà consideriamo la maglia fondamen- 
tale re aad un ramo del co-albero су Siano а, аў, M ау ira- 
mi dell' 'albero che fanno parte di questa maglia. Consideriamo quindi la 
linea chiusa che genera il taglio fondamentale relativo a ciascuno di 
questi rami. La linea interseca il ramo dell'albero in questione, penetra 
nell'interno della maglia fondamentale che si sta considerando, deve in- 
tersecare per uscire il ramo c,, in quanto non puó toccare gli altri ra- 
mi della maglia, che appartengono tutti all'albero. Ció dimostra la. pro- 


prietà, 


Proprietà 1.10.2 • <I] taglio fondamentale-relativo-ad..unramodell'albero 
comprende tutti e soli i rami del co-albero le cui maglie fondamentalicone 


| Prendono quel ramo». 
Per verificare questa proprietà consideriamo il taglio fondamen- 


tale relativo ad un ramo dell' albero a. Siano Cp Cp Sn i rami de! 


chiusa che genera la maglia Mateo. relativa a ciascuno di questi 
rami. Con riferimento а fig.I. 10.8, si vede chiaramente che questa linea 
è costituita da una porzione coincidente con il ramo del co-albero d'in- 
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E .1.10.8 - Taglio fondamen- 
e relativo al ramo dell'al- 
bero a; 


teresse, da una porzione di albero inclusa nella parte 1, da una porzio- 
ne di albero inclusa nella parte 2, e necessariamente dal ramo a. in 
quanto questo rappresenta l'unica parte di albero che collega le due par- 
ti 1 e 2 di figura. Ciò dimostra la proprietà. 


Proprietà 1.10.3 | «Siano a, e c; rispettivamente un ramo dell'albero 
Et allora il segno della corrente di с; nell'equazione di equilibrio del 
taglio fondamentale relativo ad a, è opposto a quello della tensione di 
а, nell'equazione di equilibrio della maglia fondamentale relativa a c.. 
Si suppone che le equazioni di equilibrio siano scritte in modo che la 
grandezza elettrica del ramo a cui si riferiscono appaia con il segno po- 
sitivo». 


La verifica di questa proprietà è immediata se facciamo riferi- 
mento a fig.I. 10.8, supponendo che с, sia uno dei rami del co-albero 
che fanno parte del taglio fondamentale relativo ad а, Infatti, se c, ed 


a; Sono concordi come verso nell'andare dalla parte Îallap parte.2,. allo- 
ra la corrente di c, ha segno positivo nell'equazione di equilibrio del 
taglio fondamentale di а,. Contemporaneamente, nell'equazione di e- 
quilibrio della-maglia fondamentale relativa a c. il segno della tensio- 
ne di a, è negativo, perchè percorrendo la linea chiusa di questa ma- 
glia nel senso concorde con quello di с. s'incontrain senso opposto il 
verso di a.. Un discorso del tutto simile vale se i versi di c; ed a, so- 
no discordi. Ció dimostra la proprietà. 

Dalle proprietà precedenti scaturisce come conseguenza piü im- 
portante che, note le equazioni di equilibrio relative ai tagli fondamen- 


tali, si possono scrivere direttamente quelle relative-alle- maglie fonda- 
É 


Kxentali e viceversa. Per vedere ció, scriviamo le equazioni di equili- 
‘brio, relative ai tagli ed alle maglie fondamentali, come segue: 
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(1.10.5) | [1,] + [A][1,] 2 0 
(1.10.6) [V.) + [B][v,]=0 


in cui: |1,1 è il vettore la cui k-sima componente è la corrente del k- 


-simo ramo dell'albero; [V ат ё l'analogo su base tensioni; Ir ]e ГУ, 1 
sono definiti in modo simile per il co-albero; [A] e [B] si ottengono 
applicando direttamente le prime due | leggi di Kirchhoff. Di conseguen- 


za, queste matrici hanno come termini solo: + ЦО. 
Come conseguenza delle prime due proprietà si deduce che se il 


termine a. ‚=й, allora b,, = = 0; _analogamente : se а. #0, allora bi Ж 
E 0/ Inoltre, in base alla terza proprietà, risulta che | |b;; 7-8, di- 
mostra che: Жы 

(1.10.7) | [B] =- [A| 


in cui t indica la trasposizione della matrice [A]. 
La (1.10.7) può essere verificata direttamente sul circuito di fi- 
gura I. 10.1, relativamente all'albero di fig.I. 10.5. Infatti, dalla (1.10.4) 


si ha: 


T.i 
(I. 10.8) AJ ee = R lO 
O ЖЫЙ! 
e dalla (I. 10.3) 
- 1 l 0 
(1.10.9) ІВІ - 0 -1 -1 
sl: Q =l 
avendo scelto: 
È j V і, V2 
П.) c і; ; LV des V3 ; 1.) È is ; ГУ, = Vs 
і, LA А vi 


La proprietà espressa dalla (I. 10.7) ha una conseguenza assai in- 
teressante, cioè che «il sotto-spazio descritto dai vettori aventi come 
componenti le tensioni dei rami di un grafo è ortogonale al sotto-spazio 
descritto dai vettori aventi come componenti le relative correnti, prese 
con versi positivi coordinati». Infatti ordinando i due vettori in questio- 
ne in modo che: 
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| 


.10.1 L = : = 
(I 0) I) [V] [V J 


si ha per il loro prodotto scalare: 
(1.10.11) [D'[V] 2 (1,]J* EV) E E1,]* EV] 2- EE CAT EV] - 
- [IL 1 EB) EV] =- [I I CAT! CV] € LE! LA! Cv.) 20 


L 'ortogonalità dei due vettori sussiste anche se i due vettori si 
riferiscono a circuiti diversi, purchè aventi lo stesso grafo. 


1.10.3 - Conseguenze topologiche delle leggi di Kirchhoff: principio del- 
la conservazione della potenza e teorema di Tellegen. 


Il circuito ideale, senza perdita di generalità, può considerarsi 
costituito solo da elementi a due terminali. Usando la convenzione coor- 
dinata per i versi positivi delle tensioni e delle correnti, si ottiene che 
la potenza globalmente assorbita da esso è: 


R 
(I. 10. 12) P()- X voi W 


Poiché ogni scambio e trasformazione di energia étenuta in con- 
to nel circuito tramite i suoi elementi, la potenza P(t) deve essere i- 
denticamente nulla affinché i! modello usato abbia significato e quindi 
soddisfi il fondamentale principio della conservazione della potenza. Е 
facile accertare che il modello usato, cioé il circuito ideale, é valido da 
questo punto di vista. Infatti richiedere l'annullarsi di P(t) equivale a 
richiedere che il vettore delle tensioni del circuito sia incondizionata- 
mente ortogonale a quello delie correnti. Ció é stato dimostrato con la 
(I. 10. 11) alla fine del paragrafo precedente. D'altra parte è stato messo 
in evidenza che la suddetta ortogonalità trascende anche il singolo cir- 
cuito, nel senso che è una conseguenza delle leggi di Kirchhoff relative 
al solo grafo. Come tale perciò può riferirsi anche a circuiti diversi, pur- 
chè aventi lo stesso grafo. Questa semplice osservazione è il teorema di 
Tellegen, di fondamentale importanza nel calcolo dell'effetto delle va- 
riazioni del valore degli elementi e ne! progetto automatico dei circuiti, 
come vedremo nel Cap. VIII. L'enunciato del teorema è il seguente: 


Teorema di Tellegen - «Per due circuiti aventi uno stesso grafo orien- 
tato, risulta: 
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[I )'[v,]= 0 
[1.1 Iy = B 


(1.10.13) 


pos indicato con [! ТЇ» [Vi] i vettori delle correnti e delle tensioni 


|: rami del primo circuito e соп [I zd e [v, ] gli analoghi vettori del 
| econdo circuito». 


Esempio 1.10.1 


Verificare la validità del teorema di Tellegen per i due circuiti di fig.1.10.9. 


Circuito 1 Circuito 2 
5 
NA Fig.1.10.9 - Circuiti dell'esempio 1.10.1 
1 Grafo e relativo grafo. Tratteggiato viene in- 
dicato il ramo coincidente con un circui- 
to aperto. 
6 


Determinando direttamente le tensioni e le correnti di questi due circuiti, si 
hanno i risultati seguenti (volt, ampére) 


NINE de E % l ie 1 
circuito 1 ( 
circuito 2 


La prima delle (1.10.15) vale: 


- 100 + 25 + 20 + 40 + 15 = 0 
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La seconda delle (1.10.13) vale: 
$5535 14134328 


Dall'esame della figura si rileva che i due circuiti hanno elementi completa- 
mente diversi. In particolare, puó accadere che uno di essi non abbia un ramo; in que- 


sto caso si sopperisce alla sua mancanza mediante un circuito aperto. 


1.10.4 - Circuiti non connessi. 


Il grafo di un circuito può risultare non-connesso quando il cir- 
cuito è costituito di due o più parti distinte. E ovvio che se queste par- 
ti non si influenzano tra di loro è del tutto arbitrario considerare l'in- 
sieme come un circuito, Il caso che ha qualche interesse pratico è quel- 
lo in cui le parti si influenzano per la presenza di elementi del tipo ge- 
neratore controllato, trasformatore, ecc. con uno dei loro rami in una par- 
te del circuito e l'altro ramo in una parte differente, come mostrato in fi- 
gura I.10.10. La trattazione del grafo del circuito in questo caso è del 


Fig.1.10.10 - Circuito costituito da due parti separate. 


tutto simile a quanto fatto nel caso connesso; vale a dire l'albero è co- 
stituito dall'insieme di tanti alberi quante sono le parti separate. Gli in- 
siemi indipendenti di grandezze elettriche sono quindi deducibili nella 
stessa maniera. Unica osservazione da tenere presente è che cambia il 
numero delle variabili indipendenti in relazione al numero dei rami e dei 
nodi del circuito. Infatti se R, ed N, èil numero dei rami e dei nodi 
della k-sima parte, per essa, essendo connessa, sappiamo che l'albero 
ha N, - 1 rami ed il co-albero R, - N, + 1. Perciò l'albero dell' inte- 
ro circles, se P sono le parti separate che lo costituiscono, ha un nu- 
mero di rami uguale a: 


(1.10.14) У (М,-1)-М-Р 
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ed il co-albero complessivo del circuito ha quindi un numero di rami: 
pe : 


(1.10.15) (R-N+ Р | 
Il numero delle tensioni indipendenti del circuito соп Р раги ё 
perció dato dalla (1.10.14) e quello delle correnti indipendenti dalla 


(1. 10. 15). 


1.11 - Rappresentazione di un circuito sul calcolatore. 


L'impiego del calcolatore numerico per l'analisi dei circuiti ri- 
chiede che allo stesso siano forniti i dati sufficienti a caratterizzare il 
circuito. Da quanto detto nei paragrafi precedenti è facile dedurre che 
un qualsiasi circuito reale può essere rappresentato mediante la connes- 
sione di pochi elementi ideali; in particolare, ad esempio, il resistore, 
il condensatore ed il nullore. Tuttavia, dal punto di vista pratico, risul- 
ta spesso conveniente prevedere sovrabbondante l'insieme degli elemen- 
ti ideali da usare e quindi non limitarsi ad un insieme minimo, come il 
precedente. 

L'insieme che considereremo di seguito è costituito dal resisto- 
re, condensatore, induttore, transammettenza, nullore e generatori indi- 
pendenti. Gli altri elementi ideali introdotti possono essere rappresenta- 
ti mediante circuiti opportuni, costituiti da questi elementi, come in par- 
te è stato messo in evidenza nei paragrafi precedenti. Di conseguenza, 
assegnato un circuito questo dovrà essere preventivamente trasformato 
in modo da contenere solo gli elementi ideali previsti. Enecessario pre- 
cisare, tuttavia, che tale limitazione può essere facilmente rimossa, am- 
pliando l'insieme degli elementi ideali previsti, se ciò fa comodo. 

I dati da fornire al calcolatore sono di due tipi: quelli che ri guar- 
dano il grafo e quelli che riguardano gli elementi. Sviluppando numeri- 
camente il solo metodo di analisi su base nodi che vedremo nel Cap.Il, 
i dati riguardanti il grafo sono impliciti nei secondi. E sufficiente infat- 
ti numerare preventivamente i nodi del circuito che si sta considerando, 
avendo cura di scegliere quello di riferimento per il metodo di analisi su 
base nodi come l'ultimo. Quindi si fornisce al calcolatore, oltre al nume- 
ro dei nodi, il numero degli elementi dei sei tipi previsti presenti nel 
circuito. Per ciascuna categoria di elementi a due terminali occorre for- 
nire per ogni componente il valore del parametro che lo caratterizza ed 
i nodi a cui sono attaccati i suoi morsetti. Per i generatori indipendenti 
occorre precisare anche l'orientazione della grandezza elettrica impres- 
sa. 
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Tabella 1.11.1 - Vettori utilizzati per rappresentare nel calcolatore gli 
elementi di un circuito. 


Elenentà Simbolo Definizione dei : A ; |Numero di 
ЕЕ Ettori Ordine dei vettori SA 


NR 
Resistore (numero dei resi- 
stori presenti) 
ZQ(K) = с, NQ 
sona NQI(K) = nk (numero dei con- 
densatori presenti) 
NQ2(K) = тү 


ZL(K) = L, st 


NL (K) = ny (numero degli in- 
duttori presenti) 
NL 2(K) = тү 


Generato- MIS ек NT 
re indi NT1(K) = nk (numero dei genera- 
pendente tori indipendenti di 


a tensio- NTXK) = m, tensione presenti) 


Generato- CK) = ү NC 


re indi- = (numero dei genera- 

pendente NCKK) пұ tori indipendenti ү! 

di cor- = corrente presenti 
NCXK) = ту 


rente DL = morsetto su cui pun- 


ta la corrente 


СТК) = g, МСТ 


= (к) | (numero delle tran- 
NOTI "hy sammettenze  pre- 
senti) 


Transam- | " NCTXK) = am 
mettenza 


NCT3(K) = mÉ) 


zc E 
) = morsetto positivo del NCTAK) =n; 


ramo di controllo 


—7morsetto su cui pun- 
ta lacorrente del ge- 
neratore 


aree) 
ММК) = mj NN 


= < (Е) (numero dei nullo- 
NN2(K) =n, ri presenti) 


NN3(K) = 


NNAK) = n (k) 
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Nel caso della transammettenza oltre al valore della transcon- 
duttanza occorre fornire i quattro nodi a cui sono attaccati i morsetti del- 
l'elemento, precisando-le-orientazioni. Nella tab.I.11.1 vengono elenca- 
ti i vettori utilizzati per rappresentare i vari elementi, precisando il lo- 
ro ordine ed il numero necessario per la rappresentazione completa | Nel 
caso dei generatori indipendenti ; ej, ed i, sono o numeri reali nel ca- 
so dell'analisi in continua, o numeri complessi nel caso dell'analisi in 
regime sinusoidale o funzioni note del tempo. 

L'utilizzazione della tabella é di per se stessa chiara, come ri- 
sulta evidente dal seguente esempio! 


Esempio 1.11.1 


Determinare i dati di ingresso del circuito di fig.l. 11. 1, rappresentante un am- 


plificatore di tensione per bassa frequenza impiegante due transistori AC125, accoppia- 


ti a resistenza e capacità e collegati con emettitore comune!) 
ti a resistenza e capacita e colle ne i comune `. 


o tV 


CC 


Fig.1.11.1 - Amplificatore con due BJT ad emettitore comune in cascata. 


I transistori sono già stati considerati nel $ I 9.1 per condizioni diverse di po- 


larizzazione; infatti nel caso presente, supponendo i seguenti valori dei componenti: 


(1) - Occorre ricordare che, oltre ai dati dell'esempio І.П.1, al calcolatore vanno forni- 
ti altri dati riguardanti quello che interessa ottenere, come vedremo successivamente. 


(2) - L'amplificatore è dimensionato nell'esempio 9.31 del Vol.2. di M. Gasparini e D. 
Mirri, op. cit. 
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R. = R.ə = 330 Q Ст 790 РЕ Ry =1к0 
R. =R. = 2kÜ Саз = 20 uF К; = 0 
C,; = 300 F Саз = 16,5 РЕ Vg=1V 
C,9 = 150 F 


R, ed R, tali che il parallelo valga 1,7 k Q 
R = RY i; R, = R$ 


e per una tensione di alimentazione Vi ss 9 V, siha per il transistore Іс =3 mA 
Veg = 2 V, a cui corrisponde un circuito equivalente in bassa frequenza caratterizza- 
to con buona approssimazione da: 


h. = 800 0 h ~h То h, = 47 
e fe 


e rappresentato come specificato in Ғір.1.11,2, dovendo usare transammettenze. Il cir- 
cuito finale, dopo la sostituzione dei circuiti equivalenti dei transistori è quello mo- 
strato in fig.I.11.3. L'individuazione dei dati da fornire al calcolatore richiede la nume- 
razione preventiva dei nodi, scegliendo per ultimo quello che s'intende prendere come 
riferimento. La numerazione é riportata in fig.1.11.3. Facendoriferimento ad essa,i da- 


ti da fornire al calcolatore sono: 2 
11 base 


Collettore 


Fig.1.11.2- Circuito equi- 
valente dei transistori di 
fig-I.11.1. 


9 


Fig.l.11.3 - Circuito finale dell'esempio 1.11.1. Le resistenze sono espresse 
e 


in k le capacità іп WF. 


numero dei nodi = 9 


9 ; NL=0 ; NQ =5 ; NCT-2 ; NC=0 ; NT-1 ; NN=0 


ND 
NR 


Il 


1.11 Rappresentazione di un circuito sul calcolatore 69 


Те + NILl % NI259 
1:7 2 9 
0,8 2 3 
0,33 3 9° 90,0 1 2 
2,0 4 9 300,0 3 9 
R =| 1,7 ; № =| 5|; N2=|9f; ZQ=| 20,0 į ;NQ1=/ 4 |; М02-| 5 
0,8 5 6 150,0 6 9 
0,33 6 9 16,5 7 8 
2,0 7. 9 
1,0 8 9 


58,75 2 3. 4) 3 
r-| È seni = [1] xn = |]; NCT3 = ; NCT4- 
58,75 5 6 7 6 


Ulteriori dati da fornire al calcolatore sono le unità di misura delle resisten- 
ze (КО), delle capacità (uF) e delle transconduttanze (mA/ V). 


{112}. Riferimenti bibliografici. 

Gli argomenti sviluppati nel presente capitolo sono trattati con 
maggiore o minore dettaglio nella maggior parte dei testi riguardanti i cir- 
cuiti. Non è stato fatto alcun cenno ai circuiti non-lineari, per ragioni di 
spazio. Per questa ragione citiamo alcuni testi ed articoli che possono 
essere di guida a chi avesse necessità di conoscere questo importante 
argomento. In particolare, una trattazione introduttiva,ben coordinata con 
gli argomenti del presente capitolo, può essere trovata in C.A. Desoer, 
E.S. Kuh, «Basic circuit theory », Mc Graw-Hill, 1969. Dettagli sui vari 
tipi di elementi non-lineari sono riportati in L.O. Chua, «Introduction to 
non-linear network theory » Mc Graw-Hill, 1969. In questo testo sono ri- 
portate anche le proprietà dei circuiti non-lineari; maggiori dettagli su 
questo punto sono tuttavia reperibili in: A. Wilson: «Some aspects of the 
theory of non-linear networks », Proc. IEEE, agosto 1973, pp. 1092-1113. 
Per quanto riguarda la soluzione numerica del problema dell'analisi dei 
circuiti non-lineari, particolarmente interessante si presenta l'approccio 
che consiste nel considerare i componenti con caratteristiche lineari a 
tratti. Ciò implica in particolare che l'unico elemento non lineare da in- 
trodurre accanto a quelli già visti è il diodo ideale. Un metodo tipico ba- 
sato su questo approccio è quello descritto in: F. Blasi, G. Martinelli, 
«Simplex approach to the analysis of piecewise-linear networks consi- 
sting of transistors, resistors, diodes and independent sources», Alta 


Frequenza, agosto 1976, pp. 494- 506. 
* 


CAPITOLO Il 


ANALISI DI CIRCUITI SENZA MEMORIA IN PRESENZA: DI 
 ECCITAZIONI. COSTANTI NEL TEMPO 


1.1 - H problema dell'analisi. 


L'analisi di un circuito elettrico consiste nella determinazione 
del suo comportamento quando sono note le sue caratteristiche (cioè il 
tipo ed il valore dei componenti presenti ed il modo in cui sono intercon- 
nessi) e le sollecitazioni a cui è sottoposto (cioè l'andamento nel tem- 
po delle eccitazioni presenti). E evidente che la complessità dei metodi 
nenti presenti e dall' andamento nel tempo delle funzioni di di eccitazione. 
Una classe molto semplice di metodi è quella relativa ai circuiti conte- 
nenti componenti lineari caratterizzati da una relazione costitutiva in 
cui non compaiono legami integro-differenziali; per questi circuiti il va- 
lore assunto da ciascuna grandezza elettrica in un certo istante di tem- 
po non dipende dai valori assunti in altri istanti. In tale caso il circui- 
to viene detto senza memoria e la trattazione può essere limitata, sen- 
za perdita di generalità, ad eccitazioni costanti nel tempo. 

I circuiti senza memoria, pur corrispondendo a strutture fisiche 
di scarsa importanza pratica, rivestono una grande importanza teorica in 
quanto ad essi è possibile ricondurre la maggior parte degli altri circui- 
ti che interessano in pratica. Per questa ragione il presente capitolo 
verrà dedicato esclusivamente all'analisi di questi circuiti nell'ipotesi 
di eccitazioni costanti nel tempo. 

La soluzione del problema dell'analisi richiede l'individuazione 
di tutte le grandezze elettriche presenti, utilizzando a questo scopo sia 
le relazioni costitutive dei componenti sia le equazioni di equilibrio as- 
sociate alle leggi di Kirchhoff. L'utilizzazione razionale delle leggi di 
Kirchhoff richiede l'impiego delle nozioni topologiche sviluppate nel 
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81,10. Infatti, se non si ricorresse a tali nozioni e si scrivessero le e- 
distent di equilibrio senza un piano organizzato, si rischierebbe: 


| 1) di arrivare ad un sistema di equazioni risolventi non valido, cioè ta- 
le da non ammettere soluzione; 


2) di considerare un numero di incognite eccessivamente grande rispetto 
alla complessità del circuito da analizzare. 


I vari metodi di analisi differiscono per il modo in cui vengono 
scelte le e incognite (dette variabili ausiliarie) e vengono scritte le equa- 
zioni lineari del sistema risolvente. Nel presente capitolo la trattazio- 
те verrà limitata ai metodi più noti, importanti di per sé stessi ed in o- 
gni caso propedeutici ai metodi più complessi richiesti nelcaso dei cir- 
cuiti di grandi dimensioni e speciali. Verranno considerati inizialmente 
circuiti contenenti solo componenti a due terminali e quindi si passerà 
al caso più generale. 


TI. mat Analisi su base maglie di circuiti contenenti resistori e ge- 
neratori indipendenti. 


с] inl [Id -о 


Come messo in evidenza nel $ .1.10,1e correnti dei rami di un co: | 


e TEE е 
-albero costituiscono un insieme di quantità tra loro ro indipendenti e tale | 


— 
da permettere l' individuazione | delle correnti dei rami rimanenti tramite 
I2-(1-0:5):1 Tale insieme si presta ad essere scelto direttamente come 


l'insieme delle incognite, {quando è è possibile dedurre la tensione dalla 


corrente per ciascun componente del circuito in esame. {Questo è il ca- 
so dei "i circuiti costituiti d: da resistori e generatori indipendenti. di tensio- 


ne, di cui ci occuperemo nei $ IL.2.1e II. 22 J Nel caso invece che sia- 


ps presenti anche i generatori indipendenti d di ‹ corrente, tale scelta non 
è più suf sufficiente ed occorre introdurre alcune гп ‘modifiche, come ` verrà | di- 


Scusso ne u. Z. 3. ІШ rm 


1.2.1 [Созо in cui siano presenti generatori indipendenti. solo di ten- 
(sione. 
Il metodo di analisi su base maglie, nel caso dei circuiti costi- 
tuiti da resistori e generatori indipendenti solo di tensione, si basa sul- 


la scelta dette correnti dei rami di un co-a albero come incognite] Le e- 
ain : 

quazioni del sistema risolvente si ottengono scrivendo lé equazioni di 

equilibrio delle tensioni per le maglie fondamentali г associate all'albero 


veJ уа] 
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scelto. Tale insieme di equazioni è valido in quanto, come vedremo di 
seguito: 


a) il numero di equazioni è pari al numero delle incognite; ^ 4 
} RAD | 
< 


b) le equazioni sono indipendenti tra loro; 1 apr 


c) le uniche incognite presenti sono le variabili ausiliarie scelte, cioè 
le correnti dei rami del co-albero. 


Il punto a) è conseguenza del fatto che il numero delle equazio- 
ni coincide con il numero delle maglie fondamentali e quindi, come mes- 
so in evidenza nel Š 1.10, con il numero dei rami del co-albero. Tale nu- 
mero è un indice della complessità del sistema risolvente ed è dato per 
un circuito costituito da R rami, N nodi e P parti separate dalla (1. 10.15), 
cioé: 


(IL2.1) N =R-N+P 


Il punto b) consegue dall'osservazione che ciascuna equazione 
esprime l'equilibrio delle tensioni di una maglia fondamentale. Poichè 
in ogni maglia fondamentale è presente un ramo del co-albero non pre- 
sente nelle altre, ne deriva che ciascuna equazione contiene dei termi- 
ni sicuramente non presenti nelle altre. ‘Ciò è sufficiente a garantire la 
loro-indipendenza. Infine il punto c) è conseguenza del fatto che ciascu- 
na tensione facente parte di un'equazione di equilibrio coincide o con 
un termine noto (se il ramo corrispondente è un generatore di tensione) 
oppure con una combinazione lineare delle variabili ausiliarie con coef- 
ficienti noti. Per dimostrare ciò introduciamo le seguenti matrici: 


[R |: matrice diagonale di ordine pari al numero dei rami del co-albe- 
ro. Ciascun elemento corrisponde ad un ramo del co-albero nel 
seguente modo: ad un resistore corrisponde la relativa resisten- 
za; ad un generatore di tensione corrisponde il valore zero; 


[К]: matrice diagonale definita come la [R,], ma per i rami dell'al- 
bero; 


"t vettore colonna di ordine pari al numero dei rami del co-albero. 
Ciascun elemento corrisponde ad un ramo del co-albero nel se- 
guente modo: ad un resistore corrisponde il valore zero; ad un 
generatore di tensione corrisponde il valore della relativa ten- 
sione impressa, 


LY ds vettore colonna definito come il vettore ГУ, Er ma per i rami 
dell'albero. 
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Utilizzando le matrici precedenti e le relazioni costitutive, otte- 
niamo le seguenti espressioni per le tensioni dei componenti: 


[R.] [I] + ГУ) 


(H.2. 2) rami del co-albero [V .) 


(11.2. 3) rami dell'albero [V.] [R] 1.) + A „1 


La (IE 2 » diviene, tenendo conto della (I. 10.5): 
(11.2.4) [V.] =- ER, EAT (1,14 [V] 


L'esame delle (II. 2.2) е (II. 2.4) dimostra il punto с). 
Quanto detto è sufficiente per enunciare il seguente procedimen- 
to di analisi: 


—  ————— == 


(Primo р procedimento di analisi su base maglie.| Р = a 
(Valido per г circuiti contenenti solo resistori e generatori indipendenti di tensione) ] 
l__—2m——_—m 


1) Scegliere un albero sul grafo orientato del circuito 


2) Prendere come variabili ausiliarie le correnti dei rami del |co-albero, 
con le rispettive orientazioni! 


3) Scrivere le equazioni di equilibrio delle tensioni per le maglie fonda- 
mentali associate all! l'albero scelto. | 


4) Esprimere le tensioni dei rami resistivi in funzione delle correnti dei 
rami del co-albero, facendo uso delle resistenze dei rami; assegnare al- 
le tensioni dei rami contenenti generatori di tensione il valore imposto 
dai generatori. E bene sottolineare che le resistenze dei rami resistivi 
ed i valori delle tensioni dei generatori sono quantità note, 


5) Sostituire le espressioni ottenute í nel punto 4) nelle equazioni di e- 


«quilibrio ottenute-nel punto. 3). Il sistema | risultante deve avere come 
quantità incognite solo le variabili ausiliarie П RE, 
—.——............ 


6) Risolvere il sistema ottenuto al. punto 5) e TEOR A le correnti 


[I]. 


7) Determinare le altre grandezze elettriche del circuito‘). In partico- 
lare, le altre correnti del circuito si ottengono mediante la (1.10.5) e le 
tensioni mediante le relazioni costitutive dei componenti. 


(1) - In molti casi non sono richieste tutte le grandezze elettriche del circuito, ma solo 
qualche tensione o qualche corrente. In tal caso il punto 7) viene sviluppato solo par- 
zialmente. 
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Esempio 11.2.1 


Applicare passo per passo il primo procedimento di analisi su base maglie al 


circuito mostrato in fig.ll.2. . 


Fig.11.2.1 - Circuito considerato nello 
esempio II.2.1. I valori dei componen- 
ti sono: 


Rj=0,5; Ry=Ry=Rg=1; R3=1/3 


E =I (O, У) 


Passi l e 2: Disegnato il grafo orientato del circuito, scegliamo l'albero indicato in 


fig.II.2.2 b). Le variabili ausiliarie sono le correnti i, e i}. 


€ 2 с 4 Ф 


b) ©) 


a) 


Fig.11.2.2 - a) Grafo orientato del circuito mostrato in fig.II.2.1; b) albe- 
ro scelto. 


Passo 3 : Le equazioni di equilibrio delle tensioni delle maglie fondamentali (che si ot- 
tengono aggiungendo i rami 1 e 3) sono: 

ramo 1 ы шы Ver 0 

ramo 3 Vg e Waves e = 

Passo 4 : Esprimiamo le tensioni dei rami del circuito in funzione delle correnti dei ra- 


mi del co-albero i, ei, e delle grandezze note: resistenze dei rami resistivi e tensio- 


ni dei generatori di tensione. Si ha: 


ур = Ri} vy=- Күйүт) 
M, =-Ryi} via == Rs (i) tig 
vg=R3i3 vg = E. 


Passo 5 : Sostituendo le espressioni delle tensioni trovate nel passo 4 nelle equazioni 


di equilibrio scritte nel passo 3 si ha: 
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< ` R, +R; n b 
R, + Rs R tR; +R; is E, 
Sostituendo i valori numerici indicati in fig.II.2.1, si ottiene: 


3,5 2 i 1 
2 з. | лүү. La 
Passo 6 : Risolvendo il sistema ottenuto nel passo 5,51 ottengonoiseguenti valori del- 


le variabili ausiliarie: 


2 9 


(A) 


i= — ; i 


O 25 E 
Posso 7 : Le correnti dei rami dell'albero si ottengono mediante le seguenti relazioni: 


ig7-ii--2/25 igit-i4-14 =-11/25 

Р 14001 (A) 
i,7-ij-ig 7- 11/25 ig 7-ij-ig 7-11/25 
Le tensioni dei rami resistivi si ottengono moltiplicando le correnti per le re- 


lative resistenze: 


У1-Е4і) = 1/25 v =R, i, ,=-11/25 
və =R,i, =-2/25 vg=Rgig=-11/25 (V) 
va 7 Ri, = 3/25 


11,2.2 - Correnti fittizie di maglia e loro uso nell'analisi su base maglie 
dei circuiti costituiti da resistori e generatori indipendenti di 
tensione. 


Il procedimento di analisi su base maglie visto nel Š 1.2.1 può 
essere notevolmente semplificato, se si esamina ed interpreta opportu- 
namente il sistema risolvente nella sua forma finale. Facciamo ciò ini- 
zialmente per il circuito considerato nell'esempio П. 2.1. Vediamo che 
per la maglia fondamentale associata al гато 1 (maglia 1), l'equazione 
risolvente relativa è (passo 5): 


(11.2.5) (Ri +R, +R, +R)i,+(R,+R)i =E, 
Dall'esame della (11.2.5) si può dedurre che le tensioni presenti 


nella maglia 1 sono dovute: 1) alla corrente del ramo 1, che circola in 
tutti i resistori facenti parte della maglia 1; 2) alla corrente del ramo 3 
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che circola nei resistori facenti parte contemporaneamente della maglia 
1 e della maglia 2 (maglia associata al ramo 3). Queste tensioni sono di 
segno uguale tra loro ed opposto a quello della tensione del generatore 
presente nella maglia 1. I risultati di questo esame possono essere in- 
terpretati nel senso che l'equazione (II.2.5) è «come se fosse dovuta al- 
la presenza nella maglia 1 di una corrente fittizia coincidente con la 
corrente i, del ramo 1 e nella maglia 2 di una corrente fittizia coinci- 
dente con la corrente i, del ramo 3». E facile controllare che anche la 
equazione risolvente associata alla maglia 2 è in accordo con tale inter- 
pretazione. 

Passiamo ora a considerare il caso generale. A questo scopo so- 
stituiamo nelle equazioni di equilibrio (1.10.6) l'espressione di [B] da- 
ta dalla (1.10.7) e le espressioni delle tensioni dei rami delcircuito for- 
nite dalle (II. 2.2) e (IL 2.4). Si ottiene: 


(1.2.6) [R.] [JH CV, CAJ ER] [A] [1,)-[AJ' [CV] =0 


Mettendo in evidenza [I ] e portando a secondo membro i termi- 
ni noti, si ha: 


(1.2.7) {CR ]+[A]*[R,]1A]}}(1,]=[v]+(AN[v,.] 


Detta [R,,] la matrice dei coefficienti e Vad il vettore dei ter- 
mini noti del sistema (II.2.7), si ottiene il sistema risolvente nella sua 
forma finale: 


(11.2.8) | [RJ] = [Vy] 
In base a quanto detto nel Š I.10 si deduce dalla (П. 2.7) che: 


1) il termine (k, k) della matrice [RA] coincide con la somma delle re- 
sistenze dei rami resistivi che fanno parte della maglia fondamentale k- 
-esima; 


2) il termine (k, j) della matrice [Ry] coincide con la somma algebrica 
delle resistenze dei rami resistivi che fanno parte contemporaneamente 
della maglia fondamentale k-sima e j-sima. Tali resistenze vanno consi- 
derate con il segno positivo se i versi di percorrenza delle maglie, sta- 
biliti dalle correnti dei relativi rami del co-albero, sono concordi; nega- 
tivo in caso contrario. 


Le deduzioni precedenti giustificano in generale la nozione di 
correnti fittizie di maglia. 


Е opportuno discutere in qualche dettaglio le implicazioni della nuova nozio- 


ne introdotta. Ciò viene fatto in fig 11.2.3. In tale figura viene mostrato il grafo orien- 
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tato di un circuito nel quale i rami dell'albero sono indicati con tratto continuo, mentre 
quelli del co-albero con linee tratteggiate. Le tre maglie individuate dai rami del co-al- 
bero sono formate dai rami (1, 4, 5, 6) per la maglia 1, dai rami (2, 5, 7) perlamaglia 2, 
dai rami (3, 6, 7) per la maglia 3; si può allora pensare chele suddette maglie siano per- 


corse da tre correnti i lo i . Tali correnti non coincidono con le correnti di ra- 


m2 !m3 
mo, salvo che per i rami del co-albero; infatti nel ramo 1 scorre solo la corrente in P 
nel ramo 2 solo la corrente in2 e nel ramo 3 solo la corrente ing: Per tale motivo i 
versi delle correnti di maglia sono stati scelti concordi con quelli dei rami del co-albe- 
ro. D'altra parte le correnti dei rami dell'albero si possono considerare come dovuti al- 
la sovrapposizione delle correnti delle maglie che contengono tali rami. Ad esempio per 


il ramo б del grafo di fig.II.2.3 si ha: 
(11.2.9) ie =1 4,-i 


Inoltre l'equilibrio delle tensioni in una maglia si ottiene immediatamente e- 
splicitando le cadute di tensione sui rami resistivi in funzione delle correnti di maglia. 
Ad esempio per la maglia 1 del grafo di fig.II.2.3, nell'ipotesi che i rami 1, 5, 6 siano 
resistivi e che il ramo 4 sia un generatore di tensione ы” con morsetto positivo tale 


che inl sia uscente da esso, si ha: 


(11.2.10) (R, +R +R Dini Rgima Reima = V 


Fig.ll.2.3 - Grafo orientato in cui sono messe in evidenza le correnti fit- 
tizie di maglia. 


Quanto detto permette di giustificare il seguente procedimento 
semplificato di analisi su base maglie, eseguibile semplicemente per i- 
spezione visiva del circuito da analizzare. 


Р 
Seconds procedimento. di-analisi su base maglie.) 
(Valido per circuiti contenenti solo resistori e generatori indipendenti di tensione) 


1) Scegliere un albero sul grafo orientato del circuito‘. 


(1) - La scelta dell'albero è arbitraria. Si ottiene, tuttavia, una notevole economia di 
termini nelle equazioni risolventi se lo si sceglie i in modo che le maglie si sovrappon- 
gano il meno possibile. 
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2) Prendere come variabili ausiliarie le correnti di maglia, che risulta- 
no uguali a quelle dei rami del co-albero con le rispettive orientazioni. 


3) Scrivere il sistema risolvente determinando la matrice dei coefficien- 
ti ed il vettore dei termini noti nel modo seguente: 


a) il termine (k, k) della matrice dei coefficienti coincide con la somma 
delle resistenze dei rami resistivi della maglia k-sima!*: 


b 

b) il termine (k, 1) della matrice dei coefficienti coincide con la somma 
algebrica delle resistenze dei rami resistivi comuni alle maglie k ed i. 
Il segno da mettere dinanzi a ciascuna di queste resistenze è positivo 
o negativo a seconda che su quel ramo le correnti delle maglie k ed i 
siano concordi ovvero discordi ©’; 


c) la componente k-sima del vettore dei termini noti é uguale alla som- 
ma algebrica delle tensioni dei generatori di tensione presenti nella ma- 
glia k-sima. Il segno con cui considerare ciascuna di queste tensioni é 
positivo o negativo a seconda che la corrente della maglia k-sima esca 
ovvero entri dal morsetto positivo del generatore considerato. 


4) Risolvere il sistema ottenuto al punto 3) e determinare le correnti di 
maglia. 


5) Determinare le altre correnti e tensioni del circuito. 


Osservazione 11.2.1 


Dall'esame della matrice dei coefficienti Dl. quale risulta dalla (11.2.7), 


si deduce che essa è simmetrica. Infatti si ottiene che: 
ar2.1) [R J = [R,J' + C[A]* [R ] [a] } = [R_] + [A]! [R,] [A] = [Ry] 


Di tale risultato, che riassumiamo di seguito sotto forma di una proprietà dei 
circuiti, va tenuto conto per introdurre semplificazioni nel procedimento di analisi pre- 


cedente. 


Proprietà 11.2.1 - «La matrice dei coefficienti del sistema di equazioni 
risolventi su base maglie per circuiti contenenti resistori e generatori di 
tensione è simmetrica. 


(1) - Per il modo in cui è stato ottenuto l'elemento (k, k) della matrice dei coefficienti 
viene anche detto resistenza totale della maglia k-sima, mentre l'elemento (k, i) viene 
detto resistenza mutua tra le maglie k-sima ed i-sima. 
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Esempio 11.2.2 


Applicare il secondo procedimento di analisi su base maglie al circuito di fi- 
gura 11.2.4, sviluppando in dettaglio i singoli passi. 


Сн - Circuito considerato 
nell'esempio II.2.2. I valori dei 
componenti sono: 


Passi 1 e 2 : Scegliamo l'albero indicato a tratto pieno in fig.II.2.5, in cui i rami del 
co-albero sono indicati tratteggiati. Le variabili ausiliarie sono le correnti fittizie di 
maglia i nb i» і 23 coincidenti con le correnti dei rami del co-albero. Si ha rispet- 


tivamente: 


Fig.11.2.5 - Albero e co-albero 
del circuito di fig.II.2.4. 


Passo 3 : Scriviamo le equazioni di equilibrio delle tensioni su base maglie, si ha: 


maglia 1 (R tR) іл + зі Кіз = E, 
maglia 2 Rgim1t(RotRgtRy) ine tR2im3=0 
maglia 3 - RiimttRo ing (Ёк К+ К.) 12,70 
Sostituendo i valori numerici di fig.II.2.4, si ha: 
3 1 -2 inl -2 
1 4 1 - = 0 
-2 1 4 i 0 
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Passo 4: Risolvendo il sistema di equazioni si ha: 


10 4 6 
1 =- — 1 = — i =. — 
ml 7 m2 7 m3 7 
Passo 5: Le altre correnti del circuito valgono: 
- 4 B . 2 6 
M Hp an e o 3° "u^ Tap ws e 
. ` 4 + n 6 . . 10 
E. Amicus авт аа (А) 


Le tensioni dei rami resistivi si ottengono moltiplicandole correnti preceden- 


ti per le rispettive resistenze. 


11.2.3 - Analisi su base maglie in presenza di generatori indipendenti di 
corrente. 


La presenza di generatori di corrente in un circuito rende impos- 
sibile l'applicazione diretta del metodo di analisi su base maglie, in 
quanto le variabili ausiliarie usate in questo caso, cioè le correnti del 
co-albero, non sono sufficienti ad esprimere le tensioni ai capi di cia- 
scun generatore di corrente presente. Per tali componenti infatti la ten- 
sione ai capi è indipendente dalla corrente che li attraversa e quindi de- 
ve essere considerata come una grandezza incognita. 

Pertanto, in tale caso devono considerarsi inizialmente come in- 
cognite sia le variabili ausiliarie precedenti sia le tensioni ai capi dei 
generatori di corrente; a tale aumento del numero delle incognite corri- 
sponde tuttavia un uguale aumento del numero delle equazioni, in quan- 
to ogni generatore di corrente introduce un vincolo fra le correnti del 
circuito e quindi una nuova equazione. Da quanto detto potrebbe sembra- 
re che la presenza dei generatori di corrente dia luogo sempre a sistemi 
risolutivi di maggiore complessità; tale fatto è invece non vero nella 
maggioranza dei casi, se si ha l'accortezza di scegliere l'albero del cir- 
cuito opportunamente, come verrà detto in seguito. 

Per risolvere un circuito su base maglie in presenza di genera- 
tori di corrente si possono seguire due vie differenti a seconda che si 
operi direttamente sul circuito assegnato ovvero si effettuino delle tra- 
sformazioni circuitali che permettono di ottenere un nuovo circuito equi- 
valente al primo ma privo di generatori di corrente. Nel primo caso si 
parla di metodo misto in quanto sono presenti come incognite sia corren- 
ti che tensioni; nel secondo caso si parla di metodo diretto, in quanto, 
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dopo aver effettuato le opportune trasformazioni circuitali, si può usare 
il metodo introdotto nei paragrafi precedenti senza alcuna modifica. 


11.2.4 - Metodo misto di analisi su base maglie. 


Si ha il metodo misto di analisi su base maglie quando si effet- 
tua l'analisi del circuito con il metodo delle maglie senza effettuare tra- 
sformazioni circuitali. Il procedimento considerato nel paragrafo prece- 
dente può essere seguito fino al passo 3b. Successivamente occorre in- 
trodurre le nuove incognite, coincidenti con le tensioni ai capi dei gene- 
ratori indipendenti di corrente presenti e le ulteriori equazioni che espri- 
mono i vincoli sulle correnti del circuito, dovuti a questi generatori. Pre- 
cisamente per ogni generatore di corrente occorre scrivere un'equazione 
in cui compaiono le correnti incognite di maglia e come termine noto la 
sua corrente impressa. 

Prima di procedere ulteriormente, applichiamo quanto detto al cir- 
cuito di fig.II.2.6. . 


Esempio 11.2.3 10594 


Analizzare con il procedimento abbozzato іп precedenza il circuito di figura 


11:2:6. 


Fig.11.2.6 - Circuito considerato 
nell'esempio II.2.3. I valori dei 
componenti sono: 

R =R, =2 4 R,=Rs=1 ; 


уж е1 z 1=2 (Q,V;À) 
Е Е 


Passi 1 e 2 : Scegliamo l'albero indicato a tratto pieno іп fig.II.2.7, in cui i rami del 


co-albero sono indicati tratteggiati. Le variabili ausiliarie sono le correnti di maglia 


Fig.11.2.7 - Albero e co-albero 
del circuito di fig.II.2.6. 


G.MARTINELLI - M.SALERNO : Fondamenti di Elettrotecnica li 
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` 


i nl imo has mentre risulta anche incognita la tensione ai capi del generatore di cor- 
rente, che verrà rappresentata come mostrato in fig.II.2.8. 


Fig.11.2.8 - Scelta del verso 
della tensione incognita del 
generatore di corrente del 
circuito di fig.II.2.6. 


Passo 3 : Scriviamo il sistema di equazioni di equilibrio delletensioniperle varie ma- 
glie, trattando il generatore di corrente come se fosse un generatore di tensione di va- 
lore v .; si ha: 

gi 


maglia 1 (Rj+Rg im1° R4 im2° R4 ima 7 gi V, 
maglia 2 «Мі +(Ro +R) im2 + Кіз == 
maglia 3 Rei q + R4g im2 + (В) tR) із = VL 


Scriviamo quindi l'equazione del vincolo imposto dal generatore di corrente; si 


ha: 
Equazione del vincolo i 


Sostituendo ai coefficienti ed alle grandezze impresse nelle equazioni prece- 


denti i valori riportati in fig.II.2.6, si ha: 


+4 -2 -2 -1 La * 1 
m 

-2 +3 +2 +1 1-9 2 0 

-2 +2 +3 0 1-44 -1 

*1 -1 0 0 vi +2 
gi 


Passo 4 : Risolvendo il sistema precedente si ottiene: 


[ost es Бозырсы ПС 3 (A, V) 


Mata ta. ^J 71%? 751 
(А, У) 
15-4 qiu 0 vg 7-1 v4,72 
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Il sistema risolvente nell'esempio precedente è più complesso di quello che si 
avrebbe nel caso che i generatori fossero tutti di tensione, per la presenza diuna nuova 


incognita (la tensione "gi .) e di una nuova equazione (l'equazione del vincolo). Si può 


però osservare che con un'opportuna scelta dell'albero, cioè scegliendo il generatore di 


corrente su un ramo del co-albero (invece che su un ramo dell' albero come fatto nello 


esa 
esempio), l'equazione del vincolo diviene un ‘identità, nella a quale una a variabile ausilia- 
— {3 «0@0801912 


rrente impressa del generatore. „Сов tale scelta si ha i- 


ria viene identificata con la 


noltre un secondo vantaggio: la tensione incognita Vai compare in una sola delle e- 


quazioni risolventi (invece che in due, come nell'esempio visto). In conclusione il si- 
stema si riduce da quattro equazioni in quattro incognite, ad un sistema di due equazio- 
ni in due incognite. Risolviamo perciò lo stesso circuito dell'esempio II.2.3 seguendo 


le osservazioni precedenti. 


Esempio 11.2.4 


Per il circuito di fig.11.2.6 scegliamo l'albero come indicato a tratto pieno in 
fig.11.2.9, in modo tale che il generatore di corrente sia presente su un ramo del со-а!- 


bero, 


Fig.11.2.9 - Albero e co-albero 
del circuito di fig.II.2.6 con- 
siderati nell'esempio II.2.4. 


Le variabili ausiliarie sono le correnti i sia frale quali i è una 
im2 !m3 m3 


ml' 
quantità nota poichè si identifica con la corrente del generatore di corrente. L'ulterio- 


re incognita Vai è scelta con le stesse modalità indicate in fig.1I.2.8. 


Le equazioni risultanti sono le seguenti: 


maglia 1 (R| +Ro +R +R i 1- (Rg+Rgin2- (RatR ing =0 
maglia 2 sii --У, 
maglia 3 (К+ Кі + Raimo + (R2+Roim3 7 v. 


Sostituendo i valori numerici riportati in fig.II.2.6, si ha: 


6 -3 0 i ud 6 
m 

-3 3 0 1:29 - -3 

-3 2-1 v -6 
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Le prime due equazioni del sistema precedente, corrispondenti alle maglie in 
cui non è presente il generatore di corrente, contengono solo le due incognite corrispon- 
denti alle variabili ausiliarie inl ed ing mentre la terza equazione ё la sola а con- 
tenere l'incognita Vai Risolvendo il sistema costituito dalle prime due equazioni si 
ha: 


Il 
= 
-. 

Il 
e 


(A) 


Quindi il valore di Vai vale: 


Tale soluzione coincide con quella trovata nell'esempio II.2.3 risolvendo un 


sistema di quattro equazioni in quattro incognite. 


Quanto detto permette di giustificare il seguente procedimento di 
analisi. 


Terzo procedimento di analisi su base maglie (metodo misto). 


(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi) 


1) Scegliere, se possibile, un albero del circuito tale che i generatori di 
corrente presenti siano contenuti tutti nel co-albero (si veda l'osserva- 
zione II.2.2). 


2) Prendere come variabili ausiliarie le correnti di maglia, che risulta- 
no uguali a quelle del co-albero con le rispettive orientazioni. Tali va- 
riabili sono note per le maglie aventi un generatore di corrente come ra- 
mo di chiusura, per cui le incognite sono le rimanenti. 


3) Introdurre come ulteriori incognite le tensioni ai capi dei generatori 
di corrente. 


4) Scrivere il sistema risolvente secondo le modalità indicate al punto 
3) del secondo procedimento di analisi su base maglie, con l'avverten- 
za che il punto c) diviene come segue: 


c) la componente k-sima del vettore dei termini noti è uguale alla som- 
ma algebrica delle tensioni ai capi di tutti i generatori sia di tensione 
che di corrente presenti nella maglia k-sima. Il segno con cui conside- 
rare ciascuna di queste tensioni è positivo o negativo a seconda che la 
corrente della maglia k-sima esca oppure entri nel morsetto positivo del 
generatore considerato. 


5) Scrivere le equazioni di vincolo per quei generatori. di corrente che 
eventualmente si trovassero sui rami dell'albero (tale eventualità deve 
essere evitata in base al punto 1). 
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6) Risolvere il sistema di equazioni ottenute nel punto 4)e nel punto 5), 
le cui incognite sono: 


a) le correnti delle maglie nei cui rami di chiusura non sono presenti 
generatori di corrente; 


b) le tensioni ai capi dei generatori di corrente. 


7) Determinare le altre correnti e tensioni del circuito. 


Esempio 11.2.5 


Risolvere con il metodo misto di analisi su base maglie il circuito di figura 


11.2.10. 


Fig - Circuito considerato 
nell'esempio П.2.5. I valori dei 
componenti sono: 


і4%2, 1452, Val 
g 


1) Scegliamo un albero del circuito in modo che i generatori di corrente presenti siano 
sul co-albero (fig.II.2.11). 


Fig.11.2.11 - A tratto pieno è in- 
dicato l'albero del circuito di 
fig.II.2.10. 


2) Le variabili ausiliarie sono tre e precisamente: Ia ed I (correnti relative alle 
maglie 1 e 2), di valore noto; TE corrente incognita della maglia 3. 


3) Ulteriori incognite sono le tensioni ai capi dei due generatori di corrente. Indichia- 


mo tali tensioni con Val € Yg2 Son il verso indicato in fig.II.2.10. 


4) Scriviamo il sistema risolvente: 


maglia 1 (R, + RJ Ii tR I 


5% 


maglia 2 Rs lar t Ryle Reins "va" V, 


maglia 3 -G, PRSI А1 TRER, + Roina? 
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Sostituiamo i valori numerici alle grandezze note; si ha: 


5) Poichè tutti i generatori di corrente si trovano sul co-albero non occorre aggiungere 
alcuna equazione di vincolo e quindi il sistema precedente è il sistema risolvente com- 


pleto per il circuito considerato. 


6) La soluzione di tale sistema è molto semplice in quanto ing Può essere calcolata 
direttamente dall'ultima equazione. Il valore ottenuto può essere quindi sostituito nel- 
le prime due equazioni ottenendo le altre incognite, cioè: 


ig = 5/4 “а = 7/2 tua 11/4 (A, V) 


7) le altre grandezze elettriche del circuito valgono: 


ыы. vga 7 Ra ig, 7 3/4 
ina лг ima 7 3/4 Уң Есір; = 7/4 (A, V) 
ins “la + 27143 = 7/4 vre = R ing = 5/2 


Osservazione |!.2.2 


Al punto 1) del metodo misto di analisi su base maglie è stata posta una ri- 
serva sulla possibilità di scegliere un albero del circuito tale che tutti i generatori 
di corrente presenti siano contenuti nel co-albero. Può infatti accadere che in qualche 
caso non sia possibile scegliere un albero siffatto e che qualche generatore di corren- 
te debba di conseguenza coincidere con un ramo dell'albero; in tal caso non sarà pos- 
sibile evitare di scrivere le equazioni aggiuntive di vincolo indicate al punto 5), con 
conseguente complicazione del sistema risolvente. I casi in cui non è possibile evita- 


re tale situazione sono messi in evidenza dalla seguente proprietà: 


Proprietà 11.2.2 - «Non esiste un albero del circuito tale che tutti і gene- 
ratori di corrente siano contenuti sul co-albero, se e solo se è presente 
nel circuito un taglio costituito da soli generatori di corrente. 


La proprietà precedente consegue dalle seguenti osservazioni. Se è presente 
nel circuito un taglio di soli generatori di corrente e questi fanno parte tutti del co-al- 


bero si ha l'assurdo che dalla loro eliminazione consegue la separazione del circuito 


Y \ ji 0 V lO. ) 


DI 


1.2 Analisi su base maglie 87 


in due parti. Sappiamo infatti che per separare in due parti un circuito occorre elimina- 
re sempre almeno un ramo dell'albero ($ 1.10). D'altra parte se non è presente untaglio 
di soli generatori di corrente è sempre possibile scegliere un albero che non contiene 
alcuno di essi. Un modo semplice per ottenere ciò è quello di eliminare preliminarmen- 
te tutti i generatori di corrente, ciò che non provoca la separazione in due parti del cir- 
cuito, e quindi scegliere sul circuito rimanente l'albero. 

I circuiti contenenti tagli costituiti da soli generatori di corrente sono anoma- 
li, in quanto le correnti impresse da tali generatori debbono soddisfare la prima legge 
di Kirchhoff. Perciò si possono avere due eventualità: 


a) Le correnti impresse non soddisfano la prima legge di Kirchhoff. In tal caso il cir- 
cuito considerato non è valido e va riesaminato il procedimento di modellamento da cui 


è derivato dalla struttura fisica che vuol rappresentare. 


b) Le correnti impresse soddisfano la prima legge di Kirchhoff. In tal caso il problema” 
di analisi ha soluzione indeterminata, in quanto è possibile sostituire uno qualunque 
dei generatori di corrente considerati con un generatore di tensione di valore arbitrario, 
senza alterare il resto del circuito ( la corrente nel generatore suddetto di tensione, per 
la legge di Kirchhoff delle correnti, è proprio uguale alla corrente del generatore sosti- 


соко di corrente, come è messo chiaramente in evidenza іп fig.II. 2.12). 


Si può quindi concludere che, salvo i casi anomali indicati, la riserva effet- 
tuata al punto 1) del metodo misto di analisi su base maglie si puòsciogliere in senso 


affermativo e quindi il punto 5) del suddetto procedimento può essere evitato. 


Illustriamo quanto detto con un esempio. 


Esempio 11.2.6 


Risolvere con il metodo misto di analisi su base maglie il circuito di figura 


If:2. 18; 
agde, smt, өзен N I I m : 
ii 3 pe | g3 { av Taglio di soli 
i 5%; generatori di 
ШАУ o t -- -- — — — | — — — corrente 


+ see T 
Equivalente a Gu Ia +163 н б) 


Fig.11.2.12 - Equivalenza di un generatore di tensione ad un generatore di 
corrente in un taglio di soli generatori di corrente. 
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Il circuito in esame si trova nella situazione anomala b) considerata nell'os- 
servazione П. 2.2; infatti c'è un taglio di soli generatori di corrente (I P Іт I, 4) e le 
ы TM š и ps Li 
relative correnti impresse soddisfano la prima legge di Kirchhoff. 


Applichiamo il metodo misto di analisi passo per passo. 


1) Non é possibile trovare un albero i cui rami non contengano i generatori di corrente. 


Scegliamolo allora come in fig.II.2.14, con il generatore 12 presente. 


Fig.l1.2.13 - Circuito considerato 
nell'esempio II.2.6. I valori dei 
componenti sono: 


I -1 


447 


RQ-RQ-22 , Rg=R,=1 (А, Q) 


2) Le variabili ausiliarie sono tutte note e uguali a I ,,I s Í ,. 
gl g? g4 


3) Sono incognite le tensioni ai capi dei generatori di corrente; indichiamole con vi 


Vio Уз» Vx4 (fig-I.2.13). 

4) Le equazioni di equilibrio delle tensioni per le tre maglie sono: 
РИТИ RL Wa 
R71,1 + (R7+Rg) а + (R. + КІ =з 
Rl + (R7 + Ка) Тоз + (Re + Rç + Ra) Iz, 7 Yx4 7 Vx2 

5) L'equazione aggiuntiva relativa al vincolo imposto dal generatore di corrente 12 ё: 


1 =-I 


тің 


gl g2 


6) Il sistema risolvente contiene le equazioni ottenute nei passi 4) e 5), cioè: 
(R; + R.) 11 + R71,3 + 8,1,4 my уш о 
Rylan + (R, + Rg)I,g +(R7 + Ra) 1,4 7 v.g 


Ria + (R, + Ra) I,5 +(Rç * R, + RglI, = 25 


Le incognite sono v_,, k = 1, 2, 3, 4. Fino a questo punto del procedimento, 
xk 
il sistema contiene un numero di incognite uguale al numero di equazioni. Sostituiamo 


ora i valori numerici; si ha: 
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17Ух2 
nt 36g 
ай, ta 
an es B 


Si vede che la quarta equazione è un'identità e quindi il sistema risolvente è 
indeterminato. Per renderlo determinato possiamo seguire l'accorgimento proposto nel- 
l'osservazione II.2.2 e sostituire un generatore di tensione di valore assegnato (in mo- 
do arbitrario) al posto di uno dei tre generatori di corrente Iv 12 14 Ció equivale 
ad assegnare un valore ad una delle tre tensioni Vip Ухо» Veg: Ad esempio sceglien- 
do veg 100 Volt, si ha: 


-2=v_,- 100 
2= Vx3 
1=v_,- 100 
Fig.11.2.14 - Albero (a trat- 
to pieno) del circuito di fi- 
gura II.2.13 
Quindi risolvendo, risulta: 
уа 98 “а2 v. , = 101 
хі x3 x4 
(V) 
(vio - 100) 


Le altre grandezze elettriche del circuito possono essere facilmente indivi- 
duate. 


11.2.5 - Metodo diretto di analisi su base maglie. 


Un modo molto semplice per ovviare all'inconveniente dovuto al- 
la presenza dei generatori di corrente è quello di sostituire quest'ultimi 
con generatori di tensione tramite opportune trasformazioni. Si riduce in 
questo modo il circuito da analizzare ad uno avente solo resistori e ge- 
neratori di tensione. Unico svantaggio è che il circuito ottenuto è diver- 
so da quello assegnato, in corrispondenza ad alcuni suoi rami e perciò 
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occorre sempre tenere presente tale fatto nella determinazione finale 
delle tensioni e correnti del circuito iniziale. 

La trasformazione viene effettuata in due passi successivi. Dap- 
prima si sostituisce al generico generatore di corrente un opportuno nu-, 
mero di generatori di corrente aventi in parallelo uno ed un solo ramo.| 
Ciò si può sempre fare, considerando una maglia che comprende il gene-' 
ratore di corrente che si vuole eliminare, come indicato infig.II. 2.15 ed 
osservando che l' equilibrio delle correnti nei nodi A,, k = 1, 2,...N+1 
rimane invariato. E ovvio che tale passo non é necessario se il genera- 
tore di corrente già si trova in parallelo o ad una resistenza o ad un ge- 


neratore di tensione. 


a) b) 


Р ig.11.2.15 - a) Circuito in cui è messo in evidenza il generatore di corren- 
te che si vuole eliminare. b) Circuito trasformato, in cui il generatore di 
corrente di partenza è stato sostituito da N generatori di corrente di ugua- 
le valore, essendo N il numero dei rami della maglia. 


Successivamente si utilizzano le equivalenze di fig.II.2. 16. per 
eliminare definitivamente i generatori di corrente introdotti, come indi- 
cato esplicitamente in fig.II.2.17. La trasformazione globale,mostrata in 
fig.II. 2.17, porta ad un circuito equivalente a quello di partenza dal pun- 
to di vista elettrico con l'esclusione della maglia interessata dalla tra- 
sformazione. E inoltre evidente che viene eliminato mediante essa un 
generatore di corrente alla volta; perciò, se è necessario, occorre appli- 
carlo ripetutamente per eliminare tutti i generatori di corrente presenti. 

In conclusione con la trasformazione precedente possiamo sem- 
pre ricondurre un circuito assegnato, contenente generatori di corrente e 
tensione, ad uno contenente solo generatori di tensione equivalente a 
quello di partenza, fatta eccezione per alcune parti. Il problema dell'a- 
nalisi, perciò, risolto su quest'ultimo va completato, individuando suc- 
cessivamente le tensioni e correnti dei rami del circuito di partenza, e- 
liminati dalla trasformazione. 


11.2 
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Е R 
E — AMN 
1 2 

I, * lo 


| 


x 


Fig.!l.2.16 - Equivalenze che si utilizzano per eliminare un generatore di cor- 
rente I, da un circuito. Le equivalenze sono valide solo dal punto di vista 
elettrico esterno ai nodi 1 e 2 


Fig.11.2.17 - Trasformazione finale per l'eliminazione del generatore di cor- 
rente І. 
g 


In base a quanto detto ë possibile enunciare il seguente proce- 


dimento di analisi su base maglie: 


Quarto procedimento di analisi su base maglie (metodo diretto). 
(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi) 


1) Applicare ripetutamente le trasformazioni indicate nelle fig.II.2. 15 e 
П. 2. 16, fino ad ottenere un circuito privo di generatori di corrente. Sia 
T tale circuito. 
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2) Effettuare l'analisi del circuito T, applicando il secondo procedi- 
mento di analisi su base maglie. 


3) Determinare le tensioni e le correnti dei rami contenuti nelle parti del 
circuito di partenza distrutte dalle trasformazioni, utilizzando i risultati 
ottenuti in 2) e le trasformazioni in senso inverso. 


Esempio 11.2.7 


Applicare passo per passo il quarto procedimento di analisi subase maglie al 
circuito di fig.11.2.18. 


rig - Circuito considerato 
nell'esempio II.2.7. I valori dei 
componenti sono: 

Ri - R, =2 


‚ RR =] 


1) Il circuito assegnato contiene un solo generatore di corrente I, , il quale fa parte 
di una maglia contenente due ulteriori rami: un generatore di tensione ed un resistore. 
Applicando le trasformazioni indicate nelle fig.II.2.15 e II.2.16 a tale maglia, si ottiene 


il circuito equivalente di fig.II.2.19 (circuito T). 


Vn=Rl 
V; : R; T j 3 g 
(N 
® Ө => © 
Fig.11.2.19 - Circuito trasfor- i 
mato dell'esempio II.2.7 (cir- R, Mi R, 


cuito T). 


2) Analizziamo il circuito di fig.II.2.19 con il secondo procedimento di analisi su base 
maglie, scegliendo l'albero indicato a tratto pieno in fig.II.2.20. Si ottiene: 

21m2 7 V, 

-Roimi + (R, + R, + Ri = R3I, 


(R,*Rji,,-R 


i 
m 


Sostituendo i valori numerici si ha: 


31 1 


ml !m27 


"inp t 419-4 
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Fig.11.2.20 - Albero (a tratto 
pieno) del circuito di figura 
П. 2.19. 


Da cui si ottiene: 
inl 8/11 i B/U (A) 


In conclusione si ottengono i seguenti valori per le grandezze elettriche del 


circuito T: 


ре рев уру = 16/11 

igo iii уро = 5/11 

lassi o 15/1 vga = 26/11 da 
ізі, 13/11 уңу 7 13/11 

ine = int = 8/11 

ba Sio 18/1 


3) Ricaviamo le tensioni e le correnti dei rami del circuito di partenza. Le grandezze 

Б Ы ; 2 è " Ее > 
ettriche үрү, ірр Уро ідо Vg; іва Sono uguali a quelle già calcolate, in quanto 

relative a rami non interessati dalle trasformazioni. Per quantoriguardala corrente i 


vg 
del generatore di tensione, si ha dalla fig.II.2.21: 


АИ + Т. = а, т 
е quindi: 
8 14 
muxo) жа a 
LONE DI 11 
I 
= 
G.T 
@ = b c—D— 
V V 
g Е 
Circuito di partenza Circuito T 


1.2.21 - Derivazione della corrente del generatore di tensione dell'esem- 
pio II.2.7. 2 
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Per quanto riguarda la corrente ina si ha dalla fig.II.2.22: 


e quindi: 
13 2 9 
1 — - =. -— 
R3 1 11 
; 18 
Уңз = Кзїңз 77 1 


Circuito di partenza Circuito T 


Fig.11.2.22 - Derivazione della corrente del resistore R, dell'esempio II.2.7. 
Infine la tensione di capi del generatore di corrente I risulta pari a: 


13 16 29 
v =y + v = — + —=— V 
к RO M* ar a dd 


11.3 - Analisi su base tagli di circuiti contenenti resistori e ge- 
neratori indipendenti. 


Come messo in evidenza nel Š L 10 le tensioni dei rami di un al- 
bero costituiscono un insieme di quantità tra loro indipendenti e tale da 
permettere l'individuazione delle tensioni dei rami rimanenti tramite le 
(1.10.6). Tale insieme si presta ad essere scelto direttamente come l'in- 
sieme delle incognite, quando è possibile dedurre la corrente dalla ten- 
sione per ciascun componente del circuito in esame. Questo è il caso 
dei circuiti costituiti da resistori e generatori indipendenti di corrente, 
di cui ci occuperemo nei SIL 3.1e II. 3.2. Nel caso invece che siano pre- 
senti anche i generatori indipendenti di tensione, tale scelta non è più 
sufficiente ed occorre introdurre alcune modifiche, come vedremo nel 


Š IL 3.3. 


11.3.1 - Caso in cui siano presenti generatori indipendenti solo di corrente. 


Il metodo di analisi su base tagli, nel caso dei circuiti costitui- 
ti da resistori e generatori indipendenti solo di corrente, si basa sulla 
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scelta delle tensioni dei rami di un albero come incognite. Le equazio- 
ni del sistema risolvente si ottengono scrivendo le equazioni di equili- 
brio delle correnti per i tagli fondamentali associati all'albero scelto. 
Tale insieme di equazioni è valido in quanto, come vedremo di seguito: 


a) il numero di equazioni è pari al numero delle incognite; 
b) le equazioni sono indipendenti tra loro; 


c) le uniche incognite presenti sono le variabili ausiliarie scelte, cioè 
le tensioni dei rami dell'albero. 


Il punto a) è conseguenza del fatto che il numero delle equazio- 
ni coincide con il numero dei tagli fondamentali e quindi, come messo in 
evidenza nel $ 1.10, con il numero dei rami dell'albero. Tale numero è 
un indice della complessità del sistema risolvente ed è dato per un cir- 
cuito costituito da N nodi e P parti separate dalla (I. 10. 14), cioè: 


(1.3.1) N,-N-P 


Il punto b) consegue dall'osservazione che ciascuna equazione 
esprime l'equilibrio delle correnti di un taglio fondamentale. Poiché in 
ogni taglio fondamentale è presente un ramo dell'albero non presente ne- 
gli altri, ne deriva che ciascuna equazione contiene dei termini sicura- 
mente non presenti nelle altre. Ció é sufficiente a garantire la loro in- 
dipendenza. Infine il punto c) é conseguenza del fatto che ciascuna 
corrente facente parte di un'equazione di equilibrio coincide o con un 
termine noto (se il ramo corrispondente è un generatore di corrente) op- 
pure con una combinazione lineare delle variabili ausiliarie con coeffi- 
ficienti noti. Per dimostrare ciò introduciamo le seguenti matrici:. 


(6,1 matrice diagonale di ordine pari al numero dei rami dell'albero. 
Ciascun elemento corrisponde ad un ramo dell'albero nel seguen- 
te modo: ad un resistore corrisponde la relativa conduttanza; ad 
un generatore di corrente corrisponde il valore zero; 


[G.] matrice diagonale definita come la (6,1, ma per i rami del co- 
-albero; 


[I ] vettore colonna di ordine pari al numero dei rami dell'albero. 
Ciascun elemento corrisponde ad un ramo dell'albero nel seguen- 
te modo: ad un resistore corrisponde il valore zero; ad un gene- 
ratore di corrente corrisponde il valore della relativa corrente 
impressa. 


Hed vettore colonna definito come il vettore [I ad» ma per i rami 
del co-albero. 
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Utilizzando le matrici precedenti e le relazioni costitutive, otte- 
niamo le seguenti espressioni per le correnti dei componenti: 


(IL 3.2) rami dell'albero п.) = (6,1 LY dde DE d 
(IL. 3.3) rami del co-albero [I .] = Ke IV AE] 


La (II.3.3) diviene, tenendo conto della (1.10.6) e (1.10.7) 
(II. 3. 4) П.) = 16 ГАУ ІШ. 


L'esame delle (II. 3.2) e (II. 3.4) dimostra il punto c). 
Quanto detto è sufficiente per enunciare il seguente procedimen- 
to di analisi: 


Primo procedimento di analisi su base tagli. 
(Valido per circuiti contenenti solo resistori e generatori indipendenti di corrente) 


1) Scegliere un albero sul grafo orientato del circuito. 


2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni dei rami dell'albero, 
con le rispettive orientazioni. 


3) Scrivere le equazioni di equilibrio delle correnti peritagli fondamen- 
tali associati all'albero scelto. 


4) Esprimere le correnti dei rami resistivi in funzione delle tensioni dei 
rami dell'albero, facendo uso delle conduttanze dei rami; assegnare alle 
correnti dei rami contenenti generatori di corrente il valore imposto dai 
generatori. E bene sottolineare che le conduttanze dei rami resistivi ed 
i valori delle correnti dei generatori sono quantità note. 


5) Sostituire le espressioni ottenute al punto 4) nelle equazioni di equi- 
librio ottenute nel punto 3). Il sistema risultante deve avere come quan- 
tità incognite solo le variabili ausiliarie V. 


6) Risolvere il sistema ottenuto nel punto 5) e determinare le tensioni 


V 


" 
7) Determinare le altre grandezze elettriche del circuito !). In partico- 


lare, le altre tensioni del circuito si ottengono mediante le (1.10.6) e 
(1.10.7) e le correnti mediante le relazioni costitutive dei componenti. 


(1) - In molti casi non sono richieste tutte le grandezze elettriche del circuito, ma solo 
qualche tensione o qualche corrente. In tal caso il punto 7) viene sviluppato solo par- 
zialmente. 
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Osservazione 11.3.1 


Se si effettua un confronto tra quanto detto nel presente paragrafo e quanto det- 
to nel $ II.2.1, relativo al metodo di analisi su base maglie, si nota una notevole ana- 
logia formale. Tale analogia puó essere inquadrata nel principio di dualità dei circuiti 
elettrici. In base a tale principio si ottengono enunciati e proprietà equivalenti, sosti- 
tuendo nel discorso alle grandezze elettriche e topologiche le duali. Una lista di corri- 


spondenze è la seguente: 


Grandezze elettriche e topologiche Grandezze duali 


Tensione Corrente 
Corrente Tensione 


Resistenza Conduttanza 
Conduttanza Resistenza 


Albero Co-albero 


Co-albero Albero 

Taglio 

Maglia 
Matrice topologica A Matrice topologica B 
Matrice topologica B Matrice topologica A 


Generatore di tensione Generatore di corrente 
Generatore di corrente Generatore di tensione 


Applicando le corrispondenze previste in questa lista è possibile derivare il 


metodo di analisi su base tagli da quello su base maglie. 


Esempio 11.3.1 


Applicare il primo procedimento di analisi su base tagli al circuito di figura 


1.3.1. 


Fig.ll.3.1 - Circuito considera- 
to nell'esempio II.3.1. I valori 
dei componenti sono: 


IL72,8,705, R,-R,-* 
=1 , Rg=1/3 (A, Q) 


© 


Passi l e 2 : Scegliamo l'albero nel modo mostrato in fig.II.3.2. Le variabili ausiliarie 


sono Vo, Vp Vo: orientate secondo i versi indicati in fig.II.3.2a. 
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e 
т 2 4 Ф " 2 с 4 © 
5 
5 
6 ® 
® 


a) b) 


Fig.11.3.2 - a) Grafo orientato del circuito di fig.II.3.1; b) Albero scelto. 
Passo 3: Scriviamo le equazioni di equilibrio delle correnti per i tre tagli fondamenta- 


li, con la convenzione di supporre positivo il verso di attraversamento delle superfici 


di taglio stabilito dal relativo ramo dell'albero (fig.II.3.2): 


taglio a igtijtig=0 
taglio b ijtigtijtig-0 
taglio c igtigti,tig=0 


/ / 
Ғіо.11.3.3 - Tagli fondamen- \ Sx ^ 
tali considerati nell'esem- N Lim X 
pio II.3.1. he ea {з 
а P AK L a A — 5 
7 x sN BR 
b 6 posi ` ` 
Z @ s 


Passo 4 : Esprimiamo le correnti dei rami del circuito in funzione delle tensionidei ra- 


mi dell'albero Vo Vg Vs € delle grandezze note (conduttanze e correnti impresse): 


ij = G (vo t v, t vg l 7 G, v, 
in = Gy vo ig ^ Ge v. 
ig = Ga (v, f vg 51; 


Passo 5: Sostituendo le espressioni ricavate nel passo 4 nelle equazioni di equilibrio, 


si ottiene il seguente sistema di equazioni risolventi: 


G, +G, с, с, v3 2 
бу 6,%6,%6, Gi*G, REESE 
с, б\+б, GL G, +G; vs SÒ 
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Considerando i valori numerici dei componenti, si ha: 


3 2.2 Y -2 
2 6 5 v4 - -2 
2722-16 vs - 2 


Passo 6 : Risolvendo il sistema si ottengono i valori delle variabili ausiliarie: 


14 2 2 


v, =- — v, =- — Y. =- — (V) 
2 25 5 


Passo 7 : Le.tensioni dei rami del co-albero v, e v, si ottengono tremite le relazio- 
ni: 


4 
+vg=- 4/25 


v, = v, tv, tv, 7-.18/25 
| 1 2 5 (у) 


Le correnti dei rami resistivi si ottengono moltiplicando le tensioni per le re- 


lative conduttanze: 


i} = Gv =- 36/25 i 
ij = Gv, =- 14/25 is =G, vg =- 2/25 (A) 
ig 7 Ga v4 7- 12/25 


1.3.2 - Espressioni esplicite delle equazioni risolventi nel metodo di a- 
nalisi su base tagli, nel caso di circuiti contenenti resistori e 
generatori di corrente. 


Il procedimento di analisi su base tagli può essere semplificato, 
se si riesce ad esprimere direttamente il sistema risolvente .nella sua 
forma definitiva. Tale forma è quella ottenuta nel passo 5 del primo pro- 
cedimento di analisi dopo, aver determinato le equazioni di equilibrio del- 
le correnti nei tagli fondamentali (passo 3) ed aver espresso tali corren- 
ti in funzione delle variabili ausiliarie (passo.4). Si veda. per maggiori 
dettagli l'esempio II.3. 1. 

L'espressione esplicita del sistema risolvente in cui compaiono 
le sole variabili ausiliarie può essere facilmente ottenuto. Е sufficien- 
te а tale scopo sostituire nelle equazioni di equilibrio (I. 10.5) le espres- 
sioni delle correnti (II.3.2) e (II.3.4); si ha: 


(1.3.5) [G,][V,]+ 11+ [A] 16,7 ГАЈ У, )+ [A [1] =0 
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Dalla (11.3. 5), mettendo in evidenza [V, ] e portando a secondo 
membro i termini noti, si ha: 


(11.3.6) ([G,]+[A)[G ][A]')IV, ]=-[1„]- [A] L1] 


Detta [С] la matrice dei coefficienti ed п.) il vettore dei 
termini noti del sistema di equazioni (II. 2.6), si ottiene il sistema risol- 
vente su base tagli nel modo seguente: 


(11.3.7) бу, j=. 


Dall'esame della matrice Lo J; quale risulta dalla (II.3.6), si 
può ricavare una prima importante proprietà: 


Proprietà 11.3.1 - «La matrice dei coefficienti del sistema di equazioni 
su base tagli per i circuiti costituiti da resistori e generatori di corren- 
te è simmetrica». 


La proprietà può essere verificata direttamente andando a calco- 
lare la trasposta della matrice [Су], cioè: 


(1.3.8) _ [G,]'=[6,]'+{[A][G_][A]} = 
=[6,]+[A][6,][A]' = [G,] 


La semplificazione maggiore del procedimento di analisi conse- 
gue tuttavia dall'interpretazione fisica degli elementi della matrice [G] 
е del termine noto (1,1. Tale interpretazione, infatti, permette di lega- 
re i valori di detti elementi alla struttura del circuito da analizzare. Da 
ciò consegue la possibilità di determinare direttamente il sistema (II. 3.7) 
per semplice ispezione visiva, evitando di effettuare i passi 3, 4, 5 del 
primo procedimento di analisi già descritto. 

Tali legami sono i seguenti: 


a) il termine (k, k) della matrice (6.1 è uguale alla somma delle con- 
duttanze dei rami resistivi che attraversano la linea tagliante del taglio 
k-simo; 


b) il termine (i, k) della matrice ] è uguale alla somma algebrica 
delle conduttanze dei rami resistivi di attraversano contemporaneamen- 
te le linee taglianti dei tagli i-simo e k-simo. Il segno da mettere dinan- 
zi a ciascuna conduttanza è positivo, se il ramo relativo è nelle stesse 
condizioni rispetto alle due linee taglianti (concorde o discorde in am- 
bedue i casi). Il segno è negativo nel caso contrario. Inoltre il termine 


1.3 Analisi su base tagli | 101 


(i, К) ё nullo se nessun ramo resistivo éattraversato contemporaneamen- 
te dalle linee taglianti i-sima e k-sima; 


c) il termine k-simo del vettore dei termini noti coincide con la somma 
delle correnti impresse dai generatori, che fluiscono attraverso la linea 
tagliante del taglio k-simo, in senso opposto a quello considerato posi- 
tivo. 


Le proprietà precedenti si possono facilmente dedurre, andando 


d interpretare ciascun termine nelle singole equazioni del sistema 


(1.3.7). Consideriamo pertanto to la k- -sima equazione, relativa a al taglio 


taglio; in ud жақ il resistore e di resistenza ` Кү è supposto coinci- 


dente con il ramo dell'albero di cui si sta consic егап4о il taglio. | 


— s V MÀ— 


Fig.11.3.4 - Interpretazione fisica dei termini delle equazioni risolven- 
ti nel metodo di analisi su base tagli. 


La k-sima equazione esprime l'equilibrio delle correnti che at- 
traversano la linea tagliante k-sima, cioé che la somma delle correnti dei 
rami resistivi che attraversano la linea tagliante in senso concorde con 
quello del resistore R, é uguale alla somma delle correnti impresse dai 
generatori in senso opposto. Ció rende conto del punto c).Il termine pro- 
‘porzionale. alla tensione Vy (tensione del ramo k-simo dell'albero)coin- 
cide con la corrente, che attraversa la linea tagliante k-sima quando agi- 
'sce solo v,, cioé quando le tensioni di tutti gli altri rami dell'albero so- 
no nulle e non agiscono 1 generatori di corrente. In tale caso la tensione 
v, è applicata а tutti i rami del taglio e nello stesso senso. Ciò rende 


k- 
conto del punto а)” 


Per quanto la il punto b), vediamo che il termine propor- 
zionale alla tensione у,, sempre nell' equazione k-sima, coincide con 
la corrente che attr attraversa la linea tagliante k-sima, "quando agisce. solo 
la tensione v, e cioè quando sono soggetti a tale tensione i rami resi- 


stivi tagliati contemporaneamente dalle linee taglianti k-sima ed i-sima. 
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П verso di tale corrente ё concorde con quello della linea tagliante k-si- 
ma, ovvero discorde, a seconda che i versi associati con le linee ta- 
glianti k-sima ed i-sima siano congruenti o meno nell'attraversare il ra- 


mo considerato. 
Quanto detto permette di enunciare il seguente procedimento sem- 


plificato di analisi su base tagli. 


Secondo procedimento di analisi su base tagli. 


(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori di corrente) 


1) Scegliere un albero sul grafo orientato del circuito; 


2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni dei rami dell'albero con 
le relative orientazioni; 

3) Scrivere il sistema risolvente determinando la matrice dei coefficien- 
ti ed il vettore dei termini noti nel modo precisato nei punti a), b), e c), 
sviluppati precedentemente nel presente paragrafo; 


4) Risolvere il sistema ottenuto nel punto 3) e determinare le tensioni 
dei rami dell'albero; 


5) Determinare le altre correnti e tensioni del circuito. 


Esempio 11.3.2 


Applicare il procedimento semplificato di analisi su base tagli al circuito mo- 


strato in fig.il.35. 


Fig.11.3,5 - Circuito considera- [69] 
to nell'esempio II.3.2. I valori 
dei componenti sono: 


11-2. 1,231. R =R;=1 Ri 


R,=0,5 , Rg=1/3 (A, Q) 


Passi Т e 2: Scegliamo un albero del circuito come indicato in fig.II.3.6. In tale figura 
sono chiaramente messe in evidenza le linee taglianti dei tre tagli fondamentali ed i 
versi da considerare positivi per i rami. Le variabili ausiliarie sono le tensioni v> M^ 


e Ve 
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Fig.11.3.6 - Albero (a tratto 
pieno), co-albero e linee ta- 
glianti del circuito di figu- 
ra II.3.5. a 


Passo 3 : Scriviamo il sistema risolvente nel modo precisato nei punti a, b, c del pre- 


sente paragrafo, cioé: 


taglio a | (Gi G5 +G} +G})vg- (Gi fG)vs- (G4 * GU vg = 0 
taglio b -(6,*G9 vg + (Су +61) vg + Give = 1,2 
taglio c - (С. +С) vg + блу, %(6,%6,)у; аз 


Sostituiamo i valori numerici alle grandezze note; si ottiene: 


7 -2 -4 vo 0 
=2 +2 #1 vs = 1 
-4 #1 +4 У6 -2 


Passo 4: Risolvendo il sistema si ottiene: 


y me 8/17 Vg 10/17 Va == 19/17 (V) 


Passo 5: Le altre grandezze elettriche del circuito valgono: 


Vaste =s 18/17 ір = Суу =- 18/17 1215 бзш == 16/ 17 
vg=-vgtvg=-11/17 ig =Ggv3 =- 33/17 
У,5У2-У;-У6-1/17 i47 Сауд = 1/17 (V, A) 


11.3.3 - Analisi su base tagli in presenza di generatori indipendenti di 
tensione. 


La presenza dei generatori indipendenti di tensione inun circui- 
to rende impossibile l'applicazione diretta del metodo di analisi su ba- 
se tagli cosí come é stato descritto in precedenza. In tale caso valgono 
considerazioni analoghe a quelle fatte all'inizio del $1I.2.3 per il caso 
dell'analisi su base maglie in presenza dei generatori di corrente. 
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Sono pertanto possibili sue casi: 


a) metodo misto di analisi su base tagli, quando il metodo di analisi è 
sviluppato sul circuito assegnato senza trasformazioni preventive; 


b) metodo diretto di analisi su base tagli, quando vengono effettuate del- 
le trasformazioni circuitali che hanno lo scopo di eliminare tutti i gene- 
ratori di tensione presenti nel circuito. 


A - Metodo misto di analisi su base tagli. 

Si ha il metodo misto di analisi su base tagli quando si effettua 
l'analisi del circuito con il metodo dei tagli senza effettuare trasforma- 
zioni circuitali. Il procedimento considerato nel paragrafo precedente 
puó essere seguito purché s'introducano le seguenti modifiche: 


1) si tiene conto della corrente (incognita) di ciascun generatore di ten- 
sione, considerandola alla stessa stregua della corrente di un generato- 
re di corrente nel relativo contributo al vettore dei termini noti; 


2) si aggiunge una nuova equazione per ogni generatore di tensione, in 
modo da esprimere il legame da esso imposto alle variabili ausiliarie. 


Prima di procedere ulteriormente, applichiamo quanto detto al se- 
guente circuito. 


Esempio 11.3.3 


Analizzare con il procedimento abbozzato in precedenza il circuito di figura 


1.3.7. 


Fig.11.3.7 - Circuito considera- 
to nell'esempio 11.3.3. I valori 
dei componenti sono: 


L-24Y «2, «Rl 


R,=0,5 , R,70,5 (A, V, Q) 


Scegliamo un albero del circuito come indicato in fig.II.3.8 e fissiamo arbitra- 
riamente i versi dei rami del grafo. Con linee tratteggiate sono stati indicati i rami del 
co-albero, mentre a tratto e punto le linee taglianti. Le variabili ausiliarie sono le ten- 
sioni vj, Vo e уз. Introduciamo come ulteriore incognita la corrente i, delgenerato- 


ce di tensione, orientata come messo in evidenza in fig.II.3.7. 
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Fig.11.3.8 - Albero (a tratto pieno), co-albero e linee taglianti del cir- 
culto di fig.IIL 3.7. 


Scriviamo le equazioni risolventi come precisato nel punto 3) del secondo pro- 
cedimento di analisi su base tagli e tenendo conto della corrente i come se fosse la 


corrente impressa di un generatore di corrente. Si ha: 


taglio a (Gi *GO vi + Су + G, Y3 ced. 
taglio b Саут + (Go * GO vg + б,у, -- L - i, 
taglio c Саур f Су f (G, +С.) v, ^ 


L'equazione del vincolo imposto dal generatore di tensione è: 


VES == Va 


Il sistema risolvente, costituito dalle equazioni di equilibrio e dall'equazione 
del vincolo, è, dopo aver sostituito i valori numerici dei componenti. 


Z2 X WT vi 0 

1 3 L 31 M Е -2 

L 1 2-0 V3 -2 

LL J 0-0 i -2 
x 


Risolvendo il sistema si ha: 


Xy 2/3 уз 70 
(V, A) 
vg =- 4/3 i, = 8/3 
Le altre grandezze elettriche del circuito valgono: 
vi =v, tva tv, 7-2 i =G y =- 2/3 in=Gavga= 0 
4 qoot a iL ГІ E 373 (V, А) 
Vs Eva tv3 =- 4/3 i97 Gov, =- 8/3 i,7G,v, =- 2 
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Il sistema risolvente nell'esempio precedente е рій complesso di 
quello che si avrebbe nel caso che i generatori fossero tutti di corrente, 
per la presenza di una nuova incognita (i А), e di una nuova equazione 
(l'equazione del vincolo). Si può però osservare che con un' opportuna 

[Scelta dell'albero, cioé scegliendo il il generatore di tensione su un ramo 


I dell albero (invece che su un ramo del co-albero, come fatto” nell'esem- 
| pio). l'equazione del vincolo diviene un ‘identità, nella quale una varia- 
‘bile ausiliaria viene identificata con la tensione impressa del generato- 
re--Con tale scelta si ha inoltre un secondo ' vantaggio: Та corrente inco- 
gnita i, compare in una sola delle equazioni risolventi (invece che in 
due, come nell' esempio visto). In conclusione il sistema si riduce da 
quattro equazioni in quattro incognite, ad un sistema di due equazioni in 
due incognite. 
Quanto detto giustifica il seguente procedimento di analisi. 


Terzo procedimento di analisi su base tagli (metodo misto). 


(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi) 


1) Scegliere, se possibile, un albero del circuito tale che i generatori di 
tensione siano contenuti tutti sull'albero. 


2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni dei rami dell'albero; per 
i rami dell'albero coincidenti con generatori di tensione tali variabili so- 
no note. 


3) Introdurre come ulteriori grandezze incognite le correnti che scorrono 
nei generatori di tensione. 


4) Scrivere il sistema risolvente secondo le modalità indicate nel punto 
3) del secondo procedimento di analisi su base tagli, con l'avvertenza 
che il punto c) deve essere modificato nel modo seguente: 


<) il termine k-simo del vettore dei termini noti coincide con la somma 
delle correnti dei generatori sia di tensione sia di corrente, che flui- 
scono attraverso la linea tagliante del taglio k-simo in senso opposto 
a quello considerato positivo. 


5) Scrivere le equazioni di vincolo per quei generatori di tensione che 
eventualmente si trovassero sui rami del co-albero (tale eventualità de- 
ve essere evitata in base al punto 1). 


6) Risolvere il sistema ottenuto considerando tutte le equazioni ottenu- 
te nei punti 4) e 5), le cui incognite sono: 
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a) le tensioni dei rami dell'albero non contenenti dei generatori di ten- 
sione; 


b) le correnti dei generatori di tensione. 


7) Determinare le altre grandezze del circuito. 


Esempio 11.3.4 


Analizzare lo stesso circuito considerato nell'esempio 11.3.3 con il terzo pro- 
cedimento di analisi su base tagli. (Si noti la semplificazione del sistema risolvente 


che deriva da una scelta opportuna dell'albero). 


Passo 1 : Scegliamo un albero che contenga in un suo ramo il generatore di tensione, 


come in fig.II.3.9. 


Fig.11.3.9 - Albero (a trat- 
to pieno), co-albero e li- 
nee di taglio relative al- 
l'esempio II.3.4. 


Passo 2: Le variabili ausiliarie sono Уу» Yy Ve di cui solo le prime due sono inco- 
gnite. 

Passo 3 : Introduciamo come ulteriore incognita la corrente t del generatore di ten- 
sione, orientata come in fig.Il.3. 7. 


Passo 4 : Scriviamo le, equazioni di equilibrio delle correnti: 


м оо терт GI V SE 
tagli + > =- 

aglio b (G * GJ чу G, L^ I 
taglio c Gira" буз + (G, TG) V Fix 


Passo 5 : Non é necessario scrivere alcuna equazione di vincolo, poiché non vi sono 


generatori di tensione sui rami del co-albero; 


Passo 6 : Il sistema risolvente è quello individuato nel passo 4). Sostituendo i valori 


numerici, si ha: 
3 74% 2 2-2 
3 уз = 22-2 


Vy e 2278 


Ала ~ 
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Si può notare che il sistema risolvente ottenuto è suddivisibile in: 


a) un sistema di due equazioni nelle due variabili ausiliarie incognite; 


b) un'equazione per il calcolo della corrente del generatore di tensione. 
Risolvendo il sistema, si ha: 
ту ==4/3 vg 70 i = 87/35 (V, A) 


Tali valori coincidono ovviamente con quelli ottenuti nell'esempio II.3.3. 


Osservazione 11.3.2 


Al punto 1) del metodo misto di analisi su base tagli è stata posta una riserva 
sulla possibilità di scegliere un albero contenente tutti i generatori ditensione presenti. 
Può infatti accadere che in qualche caso non sia possibile scegliere un albero siffatto 
e che qualche generatore di tensione debba di conseguenza coincidere con un ramo del 
co-albero; in tal caso non sarà possibile evitare di scrivere le equazioni aggiuntive di 
vincolo indicate al punto 5), con conseguente complicazione del sistema risolvente. I 
casi in cui non è possibile evitare tale situazione sono messi in evidenza dalla se- 
guente proprietà, dimostrabile con considerazioni analoghe a quelle fatte in occasione 


dell'osservazione II.2.2: 


Proprietà 11.3.2 - «Non esiste un.albero del circuito tale da contenere 
tutti i generatori di tensione presenti se e solo se è presente una maglia 
costituita di soli generatori di tensione». 


I circuiti che non soddisfano il punto 1) del metodo misto sono anomali, in 
quanto le tensioni impresse dai generatori di tensione facenti parte della maglia di so- 
li generatori di tensione debbono soddisfare la seconda legge di Kirchhoff. Perciò si 


possono avere le due seguenti possibilità: 


a) le tensioni impresse non soddisfano la seconda legge di Kirrchhoff. In tal caso il cir- 
cuito considerato non è valido e va riesaminato il procedimento di modellamento da 


cui esso è derivato dalla struttura fisica che vuol rappresentare; 


b) le tensioni impresse soddisfano la seconda legge di Kirchhoff. In tal caso il pro- 
blema di analisi ha soluzione indeterminata, in quanto è possibile sostituire uno qua- 
lunque dei generatori di tensione considerati con un generatore di corrente di valore 
arbitrario, senza alterare il resto del circuito (la tensione del generatore suddetto di 
corrente, per la seconda legge di Kirchhoff, è proprio uguale alla tensione del genera- 


tore di tensione sostituito). 


Si può quindi concludere che, salvo i casi anomali indicati, la riserva effet- 
tuata al punto 1) del metodo misto di analisi su base maglie,si può sciogliere in sen- 


so affermativo e quindi il punto 5) del suddetto procedimento può essere evitato. 
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Illustriamo quanto detto con un esempio. 


Esempio 11.3.5 


Analizzare con il metodo di analisi su base tagli il circuito di fig.11.3.10. 


9 - Circuito considerato 
nell'esempio II.3.5. I valori dei 
componenti sono: d 


Vu? 5 Vg273 А Vg373 ; Vua? қ 


1 
В.-- 
5 p 


Si раб notare che i generatori di tensione Ме р Ve? e У s formano una maglia; | —. bur": 
perció per la seconda legge di Kirchhoff deve essere: 


Val Van: Vga =O TUE 


булт 


а 
Tale relazione è soddisfatta dai valori delle tensioni impresse dai tre депега-\ 
tori. 
1) Non è possibile trovare un albero contenente tutti i generatori di tensione. Sceglia- 


mo allora l'albero indicato a tratto pieno in fig.II.3.11. 


® 
Fig.11.3.11 - Albero (a trat- 
to pieno), co-albero e linee 
di taglio dell' esempio П.3,5. 


Il generatore di tensione Vas si trova su un ramo del co-albero. 


2) Le variabili ausiliarie sono tutte note e pari a: 


V қ V2 А Жай 


gl 


2 s КЕТ PRT A a E 
3) Sono incognite le correnti dei generatori di tensione e sono par i еді ід 


110 Analisi su base tagli 11.3 


4) Le equazioni di equilibrio delle correnti nei tagli sono: 


taglio a GeVgi + Ge Vas Tig ti 
taglio b 6;У 2 - 65У,4 = 1.2 + ix 
taglio c Gs Vel - Gs V,2 t (Gs * Gg) ШЛЕ 


5) L'equazione aggiuntiva relativa al vincolo del generatore di tensione Уыз risulta: 


Val + Va2 = MT 


6) Il sistema risolvente è costituito dalle equazioni ottenute nei passi 4) e 5), cioè: 
су У зі, үзі, 
G; Var~ Ss Vga = 12 із 
Gc Vui - GsVa2 + (Gy + Go) Vai Et 
Va * Vat Yus 


Le incognite sono quattro e pari a iip ix2 іс» ira Sostituiamoi valori nu- 
merici. Si ha: 


6 *15 Si pria 


6 - 10 = iig t lys 
6-6%25-і,, 
2+3=5 


Si vede che la quarta equazione risulta essere una identità. Pertanto, dato il 
carattere anomalo del circuito considerato, il sistema risolvente è indeterminato. Si può 
allora assegnare un valore arbitrario ad una delle tre correnti incognite ip dg dg 
Ciò equivale a sostituire un generatore di corrente al posto di uno dei tre generatori di 
tensione, facenti parte della maglia di soli generatori di tensione. Ponendo ad esempio: 


i 3 7 300A 


si ha: 


21 
-4 


iji + 300 25 =і,4 


i o + 
i,g t 300 
Di conseguenza si ottiene: 


i ү =- 279 {4 = 25 


х 


1.5 **- 304 (i.s = 300) 


(A) 


Le altre grandezze elettriche del circuito si possono facilmente determinare. 
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B - Metodo diretto di analisi su base tagli. 

Un modo molto semplice per ovviare all'inconveniente dovutoal- 
la presenza dei generatori di tensione è quello di sostituire quest'ultimi 
con generatori di corrente tramite opportune trasformazioni. Si i riduce in 


== FI E 


neratori di corrente. Unico svantaggio è che tale circuito è diverso da 


quello assegnato, in corrispondenza ad alcuni suoi rami e perciò occor- 


re sempre tenere presente tale fatto nella determinazione finale delle 
tensioni e correnti del circuito iniziale. 

La trasformazione di un circuito contenente generatori dei due 
tipi in uno contenente generatori solo di corrente puó essere effettuata 
in due passi successivi. Dapprima si sostituisceal generico generatore 
di tensione tanti generatori di tensione quanti sono i rami che conflui- 
scono in uno dei due nodi posti ai suoi estremi, come ` indicato in det- 


taglio in Нр.П.3,12.! 


a) Circuito di partenza, in cui è iso- b) Eliminazione del nodo B e ridu- 
lato il generatore di tensione, che si zione del generatore di partenza ad 
vuole eliminare. M generatori di tensione, ciascuno 
in serie ad un solo ramo. 
Fig.1.3.12 


In questa fase si elimina uno dei nodi del circuito di partenza 
per ogni generatore di tensione e nel circuito risultante i generatori di 
tensione sono-tutti collegati in-serie.ad un solo ramo. 

Successivamente si utilizzano le equivalenze di fig.I1.3.13 per 
eliminare definitivamente i generatori di tensione introdotti, come indi- 
cato in in fig.II. 2 1.3.14. 

Е ‘opportuno sottolineare che Іа. trasformazione di fig. 1.3.14 por- 
ta ad un circuito equivalente dal punto di vista elettrico a quello di E 
tenza con l'esclusione della parte compresa tra i nodi A, Cp Cy 
cioè della parte racchiusa entro le zone tratteggiate. Fanche chiaro as 
la trasformazione elimina un generatore di tensione alla volta e perció 
è necessario applicarla ripetutamente, se è il caso, per eliminare tutti i 
generatori di tensione presenti. 
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V /R 
E 
V, R 
+ DS 
1! — Oo MW = 1 2 
R 
V V 
“ы 9 ue V +V 
I — pH O = 1 2 
+ 
V Io Ip 
Eg —— —s- 


| 
| 


Fig.ll.3.13 - Equivalenze che si utilizzano per eliminare un generatore di 
tensione V, da un circuito. Le equivalenze sono valide solo dal punto 
di vista eleftrico esterno ai nodi 1 e 


a) b) 


Fig.11.3.14 - Trasformazione finale per l'eliminazione del generatore di 
tensione Va 


In conclusione con la trasformazione precedente possiamo sem- 
pre ricondurre un circuito assegnato,contenente generatori di tensione e 
corrente, ad uno contenente solo generatori di corrente, equivalente a 
quello di partenza, fatta eccezione per alcune parti. Il problema dell'a- 
nalisi, perciò, risolto su quest'ultimo va completato, individuando suc- 
cessivamente le tensioni e correnti dei rami del circuitodi partenza, eli- 
minati dalla trasformazione. Riassumiamo di seguito il procedimento di 
analisi risultante. 
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[Quarto procedimento di analisi su base tagli. (metodo diretto). | 


= per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti . del du due tipi) V JA 


ке 1.3.12, 1.3. 15, II. 3.14, fino ad ottenere un circuito privo dei rm 
(ratori di tensione! Sia T tale circuito. | 


| 


| 2) Effettuare l' Galli del circuito T, applicando il secondo procedi-] 


| mento di analisi su base tagli. | 


3) Determinare le tensioni e le correnti dei rami contenuti nelle parti 


del circuito di partenza distrutte dalle trasformazioni, utilizzando 1 ri- 


sultati | ricavati in 2)| e le e Іе | trasformazioni i in senso inverso. 


Esempio 11.3.6 


Applicare il quarto procedimento di analisi su base tagli al circuito di figura 
113.15; 


Fig.11.3.15 - Circuito con- 
Н пе! 'еѕ. 1.3. 
componenti valgono: 


Ку =0,5, R,-R,-R,-l 


® 


1) Eliminiamo il generatore di tensione, applicando le trasformazioni indicate in figura 
II.3.13. Tali trasformazioni si possono applicare direttamente, poichè nel caso presen- 
te il generatore di tensione è già in serie al ramo Rs. Si ottiene il circuito di figura 


П.3.16. 


Ф Ф ð 
1. Ө eL. 


@ 


Fig.11.3.16 - Circuito ottenuto dopo la trasformazione (circuito T). 
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2) Scegliendo l'albero di fig.II.3.17, si ottiene il seguente sistema risolvente di equa- 


zioni: 
tagli G, + + =- 
gto a ( 1 Go) Vo Gi V3 I, 
taglio b Gv; +(G, *Gy +G) vg G v, = V /R,- I. 
taglio c - Gs v3 tf (G, + GJ v, =- у,/ Rs 
а) 
Fig.11.3.17 - Albero (a tratto pieno), co-albero e linee di taglio dello 
esempio II.3.6. 
Sostituendo i valori numerici, si ottiene: 
3 Vo + 2 y = 2 
2vg+6v3-v4 =- 1 
$a +2 va == 1 
Risolvendo il sistema, si ha: 
16 1 13 
== ж Y. => — v, =- — (V) 
3-05 > ` 25 - Жж 
Le altre tensioni valgono: 
17 12 
Vi = Vi T $, == — Ve =v = Vj = — (V) 
1 2 3 25 5 3 4 25 


3) Le tensioni e le correnti dei rami del circuito di partenza coincidono con quelle del 
circuito trasformato per tutti i rami, eccetto che per il resistore к; edil generatore tra- 
sformato. Per questi due componenti si ha nel circuito di partenza: 

RS — (v g'irast. ^ Ys =- 13/25 
ips = Gg Ygs = - 13/25 


(V, A) 
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11.4 - Caso limite del metodo dei tagli: metodo dei nadi, 


s 


М- _ E Е 
1.4.1 i Il circuito aumentato. 


| 
1 


Quando si analizza un circuito su base tagli la scelta dell'albe- 


| ro è arbitraria, se si eccettuano le considerazioni fatte nel caso della 
‘presenza dei generatori di tensione, Scelto comunque l'albero, si può ot- 


"tenere il sistema risolvente di equazioni mediante uno dei procedimenti 


di analisi su base tagli visti in precedenza. In ogni caso il sistema ri- 
solvente è strettamente legato ad un albero del circuito.) E possibile, 
tuttavia, evitare tale dipendenza, utilizzando la nozione di circuito au- 
mentato. Introduciamo tale nozione in un esempio, considerando alla sco- 
po il circuito di fig.1I.4.1. In tale circuito si può notare che le coppie di 
nodi 1-3, 1-4, 2-4 e 3-5 non sono connesse direttamente fra loro con 
dei bipoli, a differenza di quanto accade per le altre coppie di nodi. Si 
può allora considerare un nuovo circuito in cui anche tali coppie di nodi 


m е) Ф 


Fig.ll.4.1 - Circuito consi- 
derato per l'introduzione 
della nozione di «circuito 
aumentato ». 


G=0 


Fig.11.4.2 - Circuito aumentato di quello mostrato in fig.IL 4. 1, 
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Il grafo del circuito aumentato, a differenza di quello del circui- 
to originale, gode della proprietà che tutte le coppie di nodi sono fra lo- 
ro connesse; un tale grafo si dice a maglie complete. Quanto detto nel 
caso del circuito di fig.II. 4. 1 può essere facilmente esteso al caso di un 
circuito qualsiasi. Vale quindi la seguente definizione: 


Definizione 11.4.1 - « Si definisce come circuito aumentato di uno asse- 
gnato, il circuito ottenuto da quello assegnato aggiungendo a questo tan- 
ti rami resistivi a conduttanza nulla quanti sono necessari per connette- 
re direttamente tutti i suoi nodi». 


E importante osservare che: 
a) nell'analisi del circuito aumentato si può ignorare il contributo dei 
rami fittizi aggiunti; 
b) la soluzione del problema dell'analisi per il circuito aumentato coin- 
cide con quella del circuito di partenza; 


c) il sistema risolvente ottenuto analizzando su base tagli il circuito 
aumentato può non coincidere con alcun sistema risolvente su base ta- 
gli per il circuito di partenza. Ciò accade quando l'albero scelto per il 
circuito aumentato non è un albero del circuito di partenza. 


Esempio 11.4.1 


Applicare quanto detto all'analisi del circuito di fig.11.4.3. 


Fig.11.4.3 - Circuito conside- 
rato nell'esempio II. 4. 1. I va- 
lori dei componenti sono: 
Ку=0,5, Ro =R =R =l, 
К,-1/3, Уаз = 2 s 


Va = 1 (Q, v) 


Consideriamo il grafo del circuito aumentato, nel quale i rami fittizi sono in- 
dicati tratteggiati (fig.II. 4.4). Scegliamo per tale circuito l'albero di fig.IL. 4.5, formato 
dai rami 2, 3, 10 e 5. 

Si può notare che l'albero scelto non è un albero del grafo del circuito di par- 
tenza, poiché in tale circuito non é presente il ramo 10. Per la stessa ragione l'insie- 
me delle linee di taglio e quindi il corrispondente sistema diequazioni non avrebbe po- 


tuto essere scritto con riferimento al circuito originale. 
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Fig.11.4.4 - Circuito au- 
mentato di quello mo- 
strato in fig.Il.4.3. 


Fig.11.4.5 - Albero (а 
tratto pieno) e linee 
di taglio considerati 
per il circuito aumen- 
tato. 


Applichiamo il terzo procedimento di analisi su base tagli. Le variabili ausi- 
liarie sono MET Və Vg € Vio: In particolare V 2 € nota per la presenza del genera- 
tore di tensione sul ramo 2 e vio è la tensione del ramo fittizio 10, corrispondente 
alla differenza di potenziale fra i nodi 3 e 5 del circuito originale. Ulteriori incognite 
sono le correnti dei generatori di tensione i o e iig 

Il sistema, che si ottiene considerando le equazioni di equilibrio delle corren- 


ti attraverso le linee di taglio di fig.IL.4.5 è: 
Gr Vga * V1 Ys = luo 


G; У&2 *(Gi + G, + G4) уз- Саур 70 


A tale sistema occorre aggiungere l'equazione del vincolo imposto dal genera- 


tore di tensione Vi che vale: 


6? 
Vs Ур = V6 


Sostituendo i valori numerici si ha: 
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4+2v3=i.7 


4+6v3-3vig 70 
Ys "ia 
-3yg + Ivo тті, 
Vs V19 -1 

Risolvendo il sistema, si ottiene: 
уз =- 19/15 V10 =- 6/5 ig 1⁄5 
vs == 1⁄5 iig = 22/15 


(V, A) 


Occorre notare che la tensione 710 non ë una rensione di ramo del circuito 
originale, ma coincide con la tensione esistente fra una coppia di nodi. Tutte le altre 
grandezze elettriche del circuito possono essere ricavate facilmente: 

715У,%у)5 11/15 ii-2Gjvi7 22/15 і,-бҙчу<- 19/15 


(V, A) 
i Sab NOA D =- 1/15 ig=Gyv4g==1/5 ig=Ggvg=-1/5 


П metodo di analisi su base nodi si può ottenere come caso par- 
ticolare del metodo dei tagli applicato al circuito aumentato. Per ottene- 
re tale metodo occorre scegliere in modo opportuno l'albero del circuito. 
Precisamente, posta l'attenzione su un generico nodo, detto nodo di rife- 
rim ento, occorre scegliere l'albero formato dai rami che congiungono ta- 
le nodo con tutti gli altri del circuito. Considerando, ad esempio, il cir- 
cuito di fig.II. 4.6, si consideri l'albero mostrato in fig.II.4.7. Come nodo 
di riferimento é stato scelto il nodo 5 e come rami dell'albero i rami a, 
b, c, d, tutti connessi al nodo 5 (il nodo di riferimento é a volte con- 
trassegnato con il simbolo di massa (fig. II. 4. 7)). 


R 


4 


Fig.il.4.6 - Circuito considerato nell'introduzione al metodo dei nodi. 
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Fig.i!.4.7 - Albero scelto sul circuito aumentato del circuito di fig.II. 4.6. 


Si vede dalle due precedenti figure che, mentre i rami a, b, dcor- 
[rispondono a rami del circuito assegnato (rispettivamente il generatore 
ІМ ЕТЕНЕ resistore R, ed il generatore Vo ), ilramo c non corrisponde : ad 

lalcun ramo del circuito di fig. IL 4.6; esso pertanto ё stato ottenuto sce- 
glen olo fra i rami del circuito aumentato. 

Caratterizziamoora ieme delle linee di taglio corrisponden- 

iti a tale particolare scelta dell' albero.) Tali linee, nel caso dell'esem- 
pio di fig.II.4.6, sono indicate tratteggiate in fig.IL. 4.8. Si vede che es- 


Ë e rappresentano delle linee che racchiudono Te nodo del circuito, 


rimento, le equazioni di equilibrio che si utilizzano. nel caso | presente] 
\sono quelle delle correnti uscenti da ciascun nodo del circuito, eccetto 
n .nodo di riferimento) Per tale motivo esse prendono il nome equa- 


ii ai nodi, | 


© 


Fig.11.4.8 - Linee di taglio associate all'albero di fig.II.4.7. 


Si può ancora notare che, per le equazioni ai nodi, le variabili au- 
siliarie risultano coincidenti con le tensioni dei nodi del circuito rispet- 
to al nodo di riferimento; ciò vale іп generale, sia che il nodo sia real- 
mente connesso con un ramo al nodo di riferimento, sia che vi sia con- 
nesso con un ramo fittizio a conduttanza nulla. Tnoltre, nello scrivere le 
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nequazioni risolventi è facile rendersi conto che: 1)i termini della dia- 
|вопа1е principale della matrice dei coefficienti, del tipo (k, k), rappre- 
||sentano la somma delle conduttanze dei rami resistivi connessi al nodo 

\(k-simo; /2) i termini del tipo (k, i) coincidono con la somma delle con- 
duttanze cambiate di segno dei rami resistivi che congiungono i nodi k 
ed i. Il cambiamento di segno è conseguenza del fatto che il ramo che 
congiunge due nodi, qualunque sia la sua orientazione, risulta uscente 
da un nodo ed entrante nell'altro, come messo in evidenza in fig.II. 4.9; 
3) il termine k-simo del vettore dei termini noti coincide con la somma 
delle correnti entranti nel nodo k-simo. 


Qum T н-. Em Y 
Z \ K % 
| © + = — = Me — ЕЕ 22 ba ®@ j 
Fig.11.4.9 - Determina- x x 4 
zione del segno del ter- NUTS жы o i 


mine (k, i) della matri- 
ce dei coefficienti. 


Quanto detto permette di formulare direttamente il seguente pro- 
cedimento di analisi. 


Primo procedimento di analisi su base nodi. 


(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori di corrente) 


1) Scegliere un nodo del circuito come nodo di riferimento. 


2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni degli altri nodi E 


E E rispetto al nodo di riferimento. 


l^ 
N-I? 


3) Scrivere il sistema risolvente determinando la matrice dei coefficien- 
ti ed il vettore dei termini noti nel modo seguente: 


a) il termine (k, k) della matrice dei coefficienti coincide con la som- 
ma delle conduttanze dei rami resistivi connessi al nodo k, per tutti 
i nodi salvo quello di riferimento; 


b) il termine (k, i) della matrice dei coefficienti è pari alla somma cam- 
biata di segno di tutte le conduttanze dei rami resistivi che congiun- 
gono i nodi k ed i (per tutte le coppie salvo quelle che contengono 
il nodo di riferimento); 

c) il componente k-simo del vettore dei termini noti è uguale alla som- 


ma algebrica delle correnti dei generatori di corrente entranti nel no- 
do k-simo (per tutti i nodi salvo quello di riferimento). 
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4) Risolvere il sistema ottenuto al punto 3) e determinare le tensioni dei 
nodi rispetto al nodo di riferimento. 


5) Determinare le tensioni degli altri rami del circuito come differenza 
fra le tensioni dei nodi a cui tali rami sono connessi. Determinare le cor- 
renti del circuito in base alle relazioni costitutive dei componenti. 


Osservazione 11.4.1 


Si può notare che nel procedimento di analisi su base nodi le nozioni topolo- 
giche del circuito sono ridotte al minimo e sono inoltre molto facilitate le scelte dei 
segni dei coefficienti del sistema risolvente. Essendo ancora valida la proprietà IL 3.1, 
la matrice dei coefficienti del sistema risolvente su base nodi è simmetrica; ciò può 
essere verificato anche direttamente, osservando che il termine (k, i) è sempre uguale 
al termine (i, k) della matrice dei coefficienti in conseguenza del punto 3b del proce- 
dimento precedente. 


Esempio 11.4.2 


Analizzare con il primo procedimento di analisi su base nodi il circuito di fi- 


gura 11.4. 10. 


Fig.11.4.10 - Circuito consi- 
derato nell'esempio П.4.2. I 
valori dei componenti sono: 
Rj=Rg=Ry=1, R9=1/3 


154739, 1,-2 (4 


% 


Passi 1 e 2: Scegliamo il nodo 4 come nodo di riferimento e prendiamo come variabili 
ausiliarie le tensioni Ey, E», E, dei nodi 1, 2, 3 rispetto al nodo 4. (Si può notare 
che in questo semplice caso non è stato necessario considerare alcun ramo fittizio per 
determinare l'albero, così che le tensioni Е}, E, E4 sono anche tensioni ai capi di 


tre componenti del circuito). 


Passo 3 : Scriviamo le tre equazioni ai nodi: 


nodo 1 G 
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nodo 2 (Go +Gy)Eg- G4E3 =s 


озо 3 -G,E, t (G4* GJ E, = ç 


Sostituendo i valori numerici, si ha: 


Еү=-5 
4Е,-Е,-3 
-E, + 2E, -2 


Passo 4: Risolvendo il sistema si ottiene: 
E, =-5 E, = 8/7 E, "11/7 (V) 


Passo 5: Le tre tensioni trovate nel passo precedente coincidono con letensioni ai ca- 


pi dei tre resistori Ry, Ro, Ry; le altre grandezze elettriche del circuito valgono: 


vj=Eg-E3 =- 3/7 i, = бшу, =- 3/7 
vas = Eg-E1 = 43/7 is = GgE3 = 11/7 nu 
7,6 = Es- E, = 46/7 ig = G, E, = 24/7 


ip-GE,--5 


11.4.3 - Analisi su base nodi in presenza di generatori indipendenti di 
tensione. 


La presenza dei generatori indipendenti di tensione in un circui- 
to rende impossibile l'applicazione diretta del metodo di analisi su ba- 
se nodi, cosí come é stato descritto in precedenza. In tale caso valgo- 
no considerazioni del tutto simili a quelle fatte nel $ II.3.3 per il caso 
dell'analisi su base tagli in presenza dei generatori di tensione. 

Sono pertanto possibili due casi: 


a) metodo misto di analisi su base nodi, quando il metodo di analisi è 
sviluppato sul circuito assegnato senza trasformazioni preventive; 


b) metodo diretto di analisi su base nodi, quando vengono effettuate del- 
le trasformazioni circuitali che hanno lo scopo di eliminare tutti i gene- 
ratori di tensione presenti nel circuito. 


I due procedimenti di analisi vengono riportati di seguito senza 
ulteriori commenti, a parte l'osservazione II. 4.2, essendo la situazione 
identica a quella che si ha per il metodo di analisi su base tagli. 


ratori di tensione 
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Secondo procedimento di analisi su base nodi (metodo misto). 
(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi) 


1) Scegliere un nodo del circuito come nodo di riferimento, facendo in 
modo di scegliere quel nodo a cui converge il massimo. numero di gene- 


— Ñ. 
2) Prendere come variabili ausiliarie le tensioni degli altri nodi, rispet- 
to al nodo di riferimento. Alcune di queste variabili ausiliarie sono no- 


te.|Ciò accade per quei nodi collegati direttamente con il nodo di riferi- 
ше per пани ur cp N variabile ausiliaria re- 
lativa ha il valore ugua епвіопе impressa dal generatore, se il 
relativo morsetto positivo coincide con il nodo considerato ovvero il va- 


lore con segno opposto se il morsetto positivo del generatore coincide 
con il nodo di riferimento. 


3) Aggiungere, come ulteriori incognite, le correnti dei generatori di 
tensione. 


4) Scrivere il sistema risolvente con le stesse modalità del punto 3 del 
primo procedimento di analisi su base nodi. Tenere presente che al pun- 
to c) occorre sommare ai termini noti le correnti incognite dei genera- 
tori di tensione. 


5) Aggiungere le equazioni di vincolo per quei generatori di tensione 
che non sono connessi al nodo di riferimento. Tali equazioni esprimono 
il fatto che la differenza fra due variabili ausiliarie è pari al valore del- 
la tensione del generatore in questione. 


6) Risolvere il sistema e determinare le grandezze incognite. Notare 
che le equazioni relative ai nodi direttamente connessi al nodo di rife- 
rimento da un generatore di tensione possono essere risolte dopo il re- 
sto del sistema, poichè ciascuna di esse ha il solo scopo di determina- 
re la corrente nel suddetto generatore di tensione. 


7) Determinare le rimanenti grandezze elettriche del circuito. 


Osservazione 11.4.2 


E necessario notare che quanto detto nell'osservazione II.3.2 ora non è più 
applicabile. In tale osservazione era stato fatto notare che, salvo i casi dei circuiti 
anomali, era sempre possibile scegliere un albero contenente tutti i generatori di ten- 
sione, come era auspicato al punto 1) del terzo procedimento di analisi su base tagli 
e quindi era possibile evitare di aggiungere le equazioni di vincolo al punto 5) dello 
stesso procedimento. Nel caso delle equazioni ai nodi, infatti, la scelta dell'albero è 
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vincolata alla presenza del nodo di riferimento e quindi, salvo casi fortunati, qualche 
generatore di tensione compare sempre sui rami del co-albero. Sipuòtuttavia fare in mo- 
do che la maggior parte possibile dei generatori di tensione sia presente sull'albero e 
ciò si può ottenere seguendo il suggerimento detto al punto 1) del procedimento di ana- 


lisi su base nodi qui descritto. 


Esempio 11.4.3 


Analizzare con il metodo misto di analisi su base nodi il circuito di fig.11.4. 11. 


AM 


g2 


(N 
-—. 
— 


Fig - Circuito consi- 
derato nell'esempio II.4.3. I 
valori dei componenti sono: 


152 
Ri=Rg=1 y R. = 1⁄2 
R,-21/3,1,,73, V 31 


ғылт (О, А, V) 


Passo 1: Conviene scegliere come nodo di riferimento il nodo 2, a cui sono connessi 


due generatori di tensione. 


Passo 2: Le variabili ausiliarie sono E, Ез, E, Ес Ес, cioé le tensioni dei rima- 
nenti nodi rispetto al nodo 2. Le tensioni E, ed E: sono già note poichè ai nodi 3 
e 5 sono connessi due generatori di tensione con l'altro capo collegato al nodo 2. Ri- 


sulta perció: 
ТСИ ES M (У) 


Notare che le tensioni E, ed Е, поп corrispondono ad alcun ramo del circuito dato, 


ma a rami del circuito aumentato. 


Passo 3 : Le ulteriori incognite sono le correnti che scorrono nei generatori di tensio- 
ne, cioè i p iig, iig. 


Passo 4: Scriviamo il sistema di equazioni su base nodi; si ha: 


nodo 1 ЗЕ 1,7 

nodo 3 B.E 6 E, = La 

nodo 4 -G3E3 t (G4, + GJ E,- G,Es = ie 
nodo 5 -G,E, * (G4 * Gg) Eg- GgEg == ia 


nodo 6 -G3Eg + G; E6 -- ie lar 
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Passo 5: Scriviamo l'equazione relativa al vincolo introdotto dal generatore Vas Si ha: 


Passo 6 : Il sistema risolvente si ottiene considerando l'insieme delle equazioni otte- 


пше nei passi 4 e 5. Sostituendo i valori numerici, si ha: 


Ej=3 -3bE,-8- E, -i., 
2324 Ui. 24 E u1.-3 
DERE + б=т g E,-Eg -1 


La seconda e quarta equazione possono essere inizialmente trascurate poiché sono le 
sole a contenere le incognite i 12.4 
° contenere le incognite і, ed i,, 


Risolviamo le altre equazioni. Si ottiene: 


E) =3 E; =- 7/3 


| (V, А) 
E, =- 4/3 і 6 =- 8/3 


Sostituendo tali valori nella seconda e nella quarta equazione si ha: 
іо 14/3 {з = 5/3 (A) 


Passo 7 : Le altre grandezze elettriche del circuito valgono: 


жаа = Es = E, = 7/3 ina = бла = 1423 
Уң = E4- Eg = 2/3 іва = G,vg4 72 
tig = Ep- E, si 1/3 EUM УТ. 
v? = Ey" Eg = 16/3 іні Еу 73 


Terzo procedimento di analisi su base nodi (metodo diretto). 
(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori indipendenti dei due tipi) 


1) Applicare ripetutamente al circuito le trasformazioni circuitali indica- 
te nelle figg.II.3.12, II. 3.13, I1.3.14, fino ad ottenere un circuito privo di 
generatori di tensione. Sia T tale circuito. 

— MÓ 


S 


2) Effettuare l'analisi del circuito T, applicando il primo procedimen- 
to di analisi su base nodi. | 


3) Determinare le tensioni e le correnti dei rami contenuti nelle parti del 
circuito di partenza distrutte dalle trasformazioni, utilizzando i risulta- 
ti ricavati in 2) e le trasformazioni in senso inverso. 
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Esempio 11.4.4 400; 54 


Analizzare con il metodo diretto di analisi su base nodi il circuito di figura 


11.4.12. 


Fig.11.4.12 - Circuito considerato nell'esempio II.4.4. I valori dei componenti sono: 
BQ90,5 , R-R,-R,51 , %,41/4, із2, E ml (Ш,А, V). 


Passo 1 : Utilizzando le trasformazioni circuitali, otteniamo il nuovo circuito privo di 


generatori di tensione mostrato in fig.II.4.13 (circuito T). 


с Ө) 


a 


Fig.11.4.13 - Circuito trasformato ottenuto da quello di fig.II.4.12. 


Passo 2 : Analizziamo il circuito di fig.II.4.13 con il primo procedimento di analisi su 
base nodi, prendendo come nodo di riferimento il nodo 4. Si ottiene il seguente sistema: 
(Gi tG) E) - СЕ, =- 5 
- Gg E + (Gg + G3+GyEg- G IE, = 0 
-G,E, + (G4+ Gg) E, = E/R; 
Sosrituendo i valori numerici, si ha: 
3E,- E, =- 2 
-Ejt5Ey-E3 = 0 
-E,+2E,=l1 


La soluzione del sistema precedente è: 
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E=- 17/25 E, == 1/25 E, 712/25 (V) 


Le tensioni e le correnti del circuito T sono uguali alle tensioni e correnti 
del circuito assegnato, salvo che per i rami coincidenti con il resistore R, edil gene- 


ratore di tensione trasformato. Si ottiene per i primi: 


-E,-E, --16/25 ipg7 Gavga =-16/25 igi "GE, 7- 34/25 
vg4 2 E5- E, 7- 13/25 іда G,vg4 =- 13/25 ipa G; E, 7-3/25 


Per i rami trasformati, nell'ambito del circuito T, si ottiene: 


(vag p = E37 12/25 Gag 7 = Gsvgg 712/25 
(iT = 12/25 (V, A) 


Passo 3: Le grandezze elettriche dei rami del circuito originale implicatinelle trasfor- 


mazioni valgono: 


уру = Ёз” EL =- 13/25 
ins = Суң 7- 13/25 (V, A) 
s - 13/25 


{11.5 - Estensione del metodo delle maglie e del metodo dei nodi 
all'analisi dei circuiti contenenti generatori controllati. 


{1.5.1 - Introduzione. 


In questo paragrafo alcuni dei metodi di analisi descritti prece- 
dentemente verranno estesi al caso dei circuiti contenenti generatori 
controllati accanto ai componenti fin qui considerati, I generatori con- 
trollati sono stati definiti nel $ I.7.1, a cui si rimanda sia per le defini- 
zioni sia per i simboli usati. In particolare, ricordiamo che ciascuno dei 
generatori controllati è caratterizzato da un parametro di controllo, le 
cui dimensioni dipendono dal particolare tipo di generatore considerato. 
Tale parametro di controllo è una quantità reale indipendente dal tem- 
po. Quindi l'aggiunta dei generatori controllati ai circuiti fin qui consi- 
derati conserva ad essi il carattere di essere «senza memoria», proprio 
del presente capitolo. Si deve tuttavia osservare che l'aggiunta dei ge- 
neratori controllati amplia notevolmente la classe e l'importanza dei cir- 
cuiti che si possono considerare, Infatti molti dispositivi elettronici am- 
mettono sotto certe condizioni dei circuiti equivalenti contenenti tali 
componenti, come è stato già accennato nel Cap.I; d'altra parte median- 
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te tali componenti é possibile tener conto di eventuali blocchia piü ter- 
minali ovvero a piü porte presenti nel circuito, come si vedrà in dettaglio 
nel $ VI. 10.2. 

La presenza in un circuito elettrico di un generatore controllato 
apre inoltre la possibilità concreta di analizzare circuiti costituiti da 
piü parti separate, ma legate elettricamente fra loro. E infatti sufficien- 
te che una parte del circuito contenga il ramo controllato, mentre un'al- 
tra parte contenga il ramo di controllo per stabilire il legame elettrico 
fra di esse. Ció non era evidentemente possibile con circuiti contenenti 
unicamente resistori e generatori indipendenti. 

Tutti i metodi di analisi descritti precedentemente possono es- 
sere facilmente estesi al caso dei circuiti contenenti generatori control- 
lati; la via da seguire consiste in generale nei due seguenti punti: 


1) Scrivere il sistema risolvente considerando i generatori controllati 
come se fossero dei generatori indipendenti. 


2) Aggiungere una ulteriore equazione per ogni generatore controllato 
presente, per esprimere il vincolo da esso introdotto fra le variabili del 
sistema precedente. 


E bene osservare che l'ipotesi fatta al punto 1),di considerare i 
generatori controllati come se fossero indipendenti, è del tutto provviso- 
ria ed ha il solo scopo di facilitare l'impostazione del problema. Infatti 
mentre un generatore indipendente è caratterizzato da una grandezza e- 
lettrica impressa fissa e quindi introduce un termine notonelle equazio- 
ni risolventi, in un generatore controllato la grandezza elettrica impres- 
sa dipende da altre grandezze elettriche del circuito (e quindi dalle va- 
riabili ausiliarie scelte per l'analisi del circuito). Pertanto un generato- 
re controllato non introduce termini noti, ma contribuisce alla matrice 
dei coefficienti del sistema. Si puó quindi dire che, in generale, in pre- 
senza di generatori controllati non valgono piü le proprietà II. 2 Le L 3. 1 
e che di conseguenza la matrice dei coefficienti non à piü simmetrica. 

Per l'importanza che assumono nelle applicazioni, verranno di 
seguito estesi esplicitamente al caso dei circuiti contenenti generatori 
controllati il metodo di analisi su base maglie e quello su base nodi. 


11.5.2 - Estensione del metodo delle maglie. 


Nel caso che siano presenti generatori controllati é possibile ap- 
plicare il metodo di analisi su base maglie nelle due versioni misto e di- 
retto. In quest'ultimo caso occorre tenere presente che la trasformazione 
del circuito non deve coinvolgere nella porzione modificata del circuito 
i rami di controllo dei generatori. Il procedimento risultante è il seguente. 
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(Quinto procedimento di analisi su base maglie. 


(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori di tensione e corrente sia dipen- 
denti che indipendenti) Е 


1) Scrivere il sistema risolvente su base maglie seguendo uno dei proce- 
dimenti visti in precedenza, come se i generatori controllati fossero dei 
generatori indipendenti. 


2) Aggiungere per ogni generatore controllato un'equazione di vincolo. 
Per i generatori di tensione controllati, tale equazione assume la se- 
guente forma: 

(П. 5. 1) VT KEV Vua В) 


Ё 


in cui: V ёа tensione controllata; k è il parametro di controllo; 
f( ) è una funzione lineare che esprime la grandezza elettrica di con- 
trollo (tensione o corrente) in funzione delle correnti di maglia і, delle 
tensioni dei generatori indipendenti presenti V , edelle resistenze R, 
dei resistori. Per i generatori di corrente controllati, tale equazione di 
vincolo assume la forma seguente: 


(11.5.2) Әй etm, v. R) 


in cui: la funzione lineare f ( ) esprime la corrente controllata in fun- 
zione delle correnti di maglia і; k ë il parametro di controllo; la fun- 
zione lineare f( ) esprime la grandezza elettrica di controllo in modo 
analogo a quanto visto per l'espressione II.5.1. 


3) Risolvere il sistema complessivo e determinare le grandezze elettri- 
che desiderate. Se è stato usato il metodo diretto di analisi, effettuare 
la trasformazione inversa. 


Esempio li.5.1 


Applicare il metodo esteso di analisi su base maglie al circuito di fig.11.5.1. 


U 
è “as. 4 Vas - Ka Lu, 


Fig.11.5.1 - Circuito considera- 
to nell'esempio П.5.1. I valori 
dei componenti sono: 


Е,-Е,-і,Ж,-2, У,-3, 


Vg72igg  vg73 удз (0. У, А) 
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Passo 1 : Scegliamo l'albero e quindi le maglie come indicato in fig.II.5.2.Scriviamo le 
equazioni di equilibrio delle tensioni di maglia, considerando i generatori controllati 


come se fossero indipendenti. Si ha: 


m3 


Rat Ry tR JiR t ;-Е,і S "0 


Bodo! Rl ç = А 


+ R. i = vs t ve 


Fig.11.5.2 - Albero, co-al- 
bero e maglie del circuito 
di fig.II.5.1. 


Passo 2 : Le tensioni vg € vg non sono note, ma sono controllate da altre grandezze 
elettriche del circuito, come risulta dalle specifiche del circuito date in fig.II.5.1. Il 
generatore di tensione vg è controllato dalla corrente igg che scorre nel resistore 


Ry esprimendo tale corrente in funzione delle correnti di maglia si ha: 
ч5=2 02-11) 


che ё la prima equazione di vincolo cercata. 
Il generatore di tensione у, è controllato dalla tensione ai capi del resisto- 
re R4. Tale tensione si può esprimere a sua volta in funzione delle correnti di maglia 


e della resistenza R,. Si ha: 
vg 75 C Rai, 
che è la seconda equazione di vincolo cercata. 


Passo 3 : Il sistemarisolvente si ottiene considerando l'insieme delle equazioni otte- 


nute nei passi 1 e 2. Sostituendo i valori numerici si ha: 


-ig3 70 vs 72,57 im) 


rist dag P a vg no Bigi 


Sostituendo le ultime due equazioni nelle prime tre si ha: 


4 >l -1 inl 0 
m 

5 в еца [|3 

NES GERE 0 
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Si vede da quest'ultimo sistema di equazioni che la presenza dei generatori 
controllati ha distrutto la simmetria della matrice dei coefficienti del sistema di equa- 


zioni alle maglie. Risolvendo il sistema si ha: 


ii 3⁄8 vg = 2 
ig 11/8 76 --9/4 (A, V) 
in3 - 1/8 


Le altre grandezze elettriche del circuito possono essere facilmente determi- 
nate. 


Esempio 11.5.2 


Analizzare con il metodo esteso delle maglie il circuito di fig.11.5.3. 


Fig.11.5.3 - Circuito considera- 
to nell'esempio II.5.2. I valori 
dei componenti sono: 


R,j=2,Ry=Rg=1,V 


ij 73i,4 , ig72vgg (О, V, A) 


Passo 1 : Scegliamo l'albero e le maglie come indicato in fig.II.5.4. Scriviamo ie equa- 
zioni alle maglie considerando i generatori controllati come se fossero indipendenti. A 
tale scopo occorre introdurre le tensioni incognite ai loro capi, scelte come indicato in 
fig.II.5.3. Il sistema di equazioni di equilibrio delle tensioni di maglia è il seguente: 


R 
R 


Vx1^ "x2 
54427 Ratna Yao” Vg 
- Ri im Rsim2 + (К+ К+ К) із 0 


41517 541,9 
R 


Fig.11.5.4 - Albero, co-albe- 
ro e maglie del circuito di 


fig.II.5.3. 
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Passo 2: Occorre ora introdurre le equazioni di vincolo imposte dai generatori control- 
lati. Il generatore di corrente 11 è controllato dalla corrente che scorre nel generatore 
indipendente Уз. Il vincolo che si ottiene, espresso in termini delle correnti di maglia, 
è il seguente: 
і ,-7323(i 
3 Cin? 


ml 


Il generatore di corrente i, è controllato dalla tensione ai capi del resistore 
Rz. Il vincolo in questo caso è il seguente: 
Каф” Ма” 2 Rs (i2 B im3) 
Passo 3 : Sostituendo i valori numerici, si ottiene il seguente sistema: 


m3. ^ 51770 


{ей s m ss 2 


m2” !m8 Ух2 


121522425 
bg 44520 5E з) 
Risolvendo il sistema, si ha: 
i 130 vg #3 
ts 0 ухо = 2 (А; V) 
тый “ 0 


Le tensioni e le correnti dei rami resistivi sono tutte nulle. 


11.5.3 - Estensione del metodo dei nodi. 


Nel caso che siano presenti generatori controllati è possibile ap- 
plicare il metodo di analisi su base nodi nelle due versioni misto e di- 
retto. In quest'ultimo caso occorre tenere presente che la trasformazio- 
ne del circuito non deve coinvolgere nella sua porzione modificata i 
rami di controllo dei generatori. Il procedimento risultante è il se- 
guente. 


Quarto procedimento di analisi su base nodi. 
(Valido per circuiti contenenti resistori e generatori di tensione e corrente sia dipen- 
denti che indipendenti) 


1) Scrivere il sistema risolvente su base nodi seguendo uno dei procedi- 
menti visti in precedenza e considerando i generatori centrollati come se 
fossero dei generatori indipendenti. 
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2) Aggiungere per ogni generatore controllato un 'equazione di vincolo. 
Per i | generatori di corrente controllati tale equazione assume la forma 


Seguente: 


(1.5.3) ‚ Vi EE, eC) 


gc 
in cui: I К ё la corrente controllata; К ёі] parametrodi controllo; f( ) 
è la funzione lineare che esprime la grandezza elettrica di controllo (ten- 
sione o corrente) in funzione delle tensioni di nodo, delle correnti dei 
generatori indipendenti e delle conduttanze dei resistori. Nel caso dei 
generatori di tensione controllati, tale equazione di vincolo assume la 
forma seguente: i | 


(IL 5.4) і (E) -kf(E. T, G) 


gi 
in cui: f, (E;) é la funzione lineare che esprime la tensione controlla- 
ta in funzione delle tensioni di nodo; k è il parametro di controllo; f( ) 
é la funzione lineare che esprime la grandezza elettrica di controllo in 
modo analogo a quanto visto per la (II. 5. 3). 


3) Risolvere il sistema e determinare le grandezze elettriche desidera- 
te. Se é stato usato un metodo diretto di analisi effettuare la trasforma- 
zione inversa. 


Esempio 11.5.3 


Analizzare con il metodo esteso dei nodi il circuito di fig.11.5.5. 


Fig.11.5.5 - Circuito conside- 
rato nell'esempio 1.5.3. I va- 
lori dei componenti sono: 


R,-21, R, 20,5, R 21/5, 


Passo 1: Scegliamo come nodo di riferimento il nodo 4; le variabili ausiliarie sono le 
tre tensioni Еһ E», E; Scriviamo le equazioni ai nodi, considerando i generatori di 
corrente come se fossero indipendenti ed introducendo la corrente incognita che scorre 


nel generatore di tensione Vs. Il sistema su base nod: risultante € il seguente: 
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(G, + G5) E,- G, Ej- Gs E = i, 
-6,Е)%6,Еҙх-і;-і,; 
- G; E, + (G; + Gg) Еті, 
E,- E, = У, 


Passo 2 : Occorre ora introdurre le equazioni di vincolo imposte dai generatori control- 
lati. Il generatore di corrente i € controllato dalla tensione ai capi del resistore R5 
con il verso indicato in fig.II.5.5. Il vincolo che si ottiene, espresso in.termini di ten- 


sioni di nodo, è il seguente: 
ij *2(E,- Eg 


Il generatore di corrente i, è controllato dalla corrente del resistore Кє con 
il verso indicato in fig.II.5.5. L'equazione di vincolo in questo caso assume la forma 


seguente: 


Passo 3 : Il sistema risolvente complessivo si ottiene considerando le equazioni otte- 


nute nei passi l e 2. Sostituendo i valori numerici si ottiene: 


3E)-E,-2E3=ij 


IESE, Sia 
E,-E,-1 

ij 22(Ej- Eg 
i$ 79 Е; 


Per risolvere il sistema conviene sostituire subito le due ultime equazioni ri- 
spettivamente nella prima e nella seconda equazione. Si ottiene: 
3E,- E,- 2E, = 2 (Еу - Ej) 
<EqtEg=-2Eg-i.g 
- 2 E} +3 E, =i 


x3 
E,-E,-1 
Risolvendo si ha: 
E, =- 7/6 ig = 3/2 
E, =- 7/6 ір =- 2 (У, А) 
E, =- 1/6 i, == 3/2 


Da queste grandezze elettriche si possono ricavare gli altri valori delle ten- 


sioni e delle correnti del circuito. 


1.5 Estensione dei metodi delle maglie e dei nodi 135 


Esempio 11.5.4 


Analizzare con il metodo esteso dei nodi il circuito di #19.11. 5. 6. 


Fig.11.5.6 - Circuito considera- 
to nell'esempio П.5.4. I valori 
dei componenti sono: 


6 
I4 -2 , Vl 3 i,2 ’ 
vo = 2vR6 (Q, A, V) 


Passo 1 : Scegliamo come nodo di riferimento il nodo 4; le variabili ausiliarie sono le 
tensioni degli altri tre nodi. Ulteriori incognite sono le correnti che scorrono nei gene- 
ratori di tensione. E opportuno notare che la variabile ausiliaria relativa al secondo no- 
do coincide con la tensione del generatore v, mentre la corrente incognita 1,2 è una 
grandezza di controllo. 
Scriviamo le equazioni ai nodi, considerando tutti i generatori come se fosse- 
ro indipendenti. Si ha: 
+ Е 5% 
(G, + Gg) E) - Gs E, =- iij 
07i у= „ә 
nia th 
- + = 
G; Ep + (Gs + GO E, = I; 


Passo 2: Scriviamo l'equazione di vincolo del generatore controllato v,; si ha: 
8 1 


Per il secondo generatore controllato v, si ha: 


vg = 2 E, 
Passo 3 : Sostituendo i valori numerici nel sistema complessivo si ottiene il seguente 


sistema di equazioni: 


3 Ez- E; == ij 
ЫРЫ" 
- Еу +3Е, = 2 


vg-E1=3i,2 
v. 72 E, 


Risolvendo il sistema si ottiene: 


pa 
w 
о 
Oo 


Estensione dei metodi delle maglie e dei nodi 


E, =- 16/23 iji = 58/23 
E, = уу = 20/23 i. 12/23 (V, A) 
E, = 10/23 


Dalle grandezze ottenute si possono calcolare tutte le altre tensioni e corren- 


ti del circuito. 


11.6 - Estensione del metodo dei nodi all'analisidei circuiti con- 
tenenti nullori. 


11.6.1 - Introduzione. 


Nel $ L7.4 è stato introdotto l'elemento ideale «nullore». Tale 
elemento costituisce ció che si ottiene idealizzando il comportamento di 
dispositivi quali il transistore, 1! amplificatore operazionale, ecc, Perció 
esso si presta ad un esame rapido dei circuiti che conten gono tali dispo- 
sitivi, quando venga sostituito ad essi direttamente) D'altra parte, è 
Sempre possibile una rappresentazione accurata dei dispositivi stessi, 
inserendo accanto al nullore gli elementi ideali bipolari del tipo resisto- 
re e generatore indipendente. E da tenere presente che in quest'ultimo 
caso, i parametri caratteristici del dispositivo reale verranno a dipende- 
re dai valori delle resistenze dei resistori del circuito equivalente e non 
dal nullore che non possiede parametri caratteristici e la cui caratteriz- 
zazione è puramente topologica. 

Due sono pertanto i casi in cui interessano i circuiti contenenti 
nullori: 


a) analisi approssimata di un circuito contenente amplificatori operazio- 
nali, transistori, ecc. In questo caso è possibile ottenere un procedimen- 
to estremamente rapido, efficace e semplice per avere immediatamente 
un'idea di massima del funzionamento del circuito stesso.) П procedi- 
mento si presta sia ad essere usato direttamente per ispezione visiva 
sia sul calcolatore; 


b) analisi accurata di circuiti contenenti i suddetti dispositivi. In que- 
sto caso si utilizzano i circuiti equivalenti dei dispositivi, costituiti da 
nullori ed altri elementi ideali bipolari. Come vedremo successivamente 
in questo paragrafo, la presenza dei nullori rende molto semplici ed ele- 
ganti le procedure di analisi che li contengono. 


Come messo in evidenza nel Š 1.7.4, il comportamento del nullo- 
re in corrispondenza alle sue due porte d'ingresso è del tutto differente. 
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Per questa ragione conviene scinderlo nei due componenti singolarmen- 
te anomali detti nullatore e noratore, secondo quanto indicato in figura 
L 7.11. In particolare il nullatore impone contemporaneamente tensione e) 
corrente nulle ai suoi capi, mentre il noratore non dà alcuna indicazione 
sulla tensione e corrente da esso erogate. Si puó inoltre osservare che 
ciascun nullatore puó essere interpretato come un corto-circuito nel qua- 
le é stata imposta la condizione aggiuntiva di corrente nulla, ovvero un 
circuito aperto nel quale è stata imposta la condizione aggiuntiva di ten- 
sione nulla. D'altra parte il noratore può essere interpretato come un ge- 
neratore di tensione, nel quale non è stata data alcuna indicazione del- 
la tensione impressa, ovvero un generatore di corrente nel quale non è 
stata data alcuna indicazione sulla corrente impressa. 


Le considerazioni precedenti suggeriscono la possibilità di - 
lizzare un circuito contenente nullori nel modo seguente: Í 


a) Sostituire a ciascun nullore la coppia di bipoli noratore e nullatore 
(se ciò non è già stato fatto nel circuito assegnato). 


b) Sostituire a ciascun nullatore un ramo in corto-circuito ovvero un cir- 
cuito aperto (per i nullatori sostituiti da corti-circuiti è bene considera- 
te distinti i nodi tra i quali il nullatore è inserito, anche dopo la sosti- 
tuzione). 


c).Sostitituire a ciascun noratore un generatore di tensione ovvero di 
corrente con grandezza impressa di valore incognito, 


d) Scrivere il sistema risolvente con uno qualunque dei metodi discus- 
si nei paragrafi precedenti. Tale sistema non puó essere risolto poiché 
contiene un numero di incognite superiore a quello delle equazioni, es- 
sendo presente una grandezza impressa incognita per ogni noratore pre- 
sente. 


e) Scrivere per ogni nullatore presente un'equazione aggiuntiva di vin- 

colo. Precisamente: T 

1) se il nullatore è stato sostituito da un corto-circuito, imporre la con- 
dizione di corrente nulla attraverso di esso;  -1.* 

2) se il nullatore è stato sostituito da un circuito aperto, imporre la con- 
dizione di tensione nulla ai suoi capi. 


f) Risolvere il sistema di equazioni, che dopo l'a 


ioni di vincolo, considerate nel punto « 


(1) - Ciò è sempre vero in quanto le equazioni mancanti in d) sono in numero uguale al 


(Segue) 


iunta delle equa- 
—ha un numero di 
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Sebbene il metodo descritto non presenti difficoltà, qualunque sia 
il procedimento di analisi utilizzato (maglie, nodi, tagli), nel seguito 
verrà sviluppato in dettaglio in connessione con il metodo dei nodi, che 
è quello più usato nelle applicazioni. 


1.6.2 - Estensione del metodo dei nodi ai circuiti contenenti nullori. | 


E possibile estendere al caso dei circuiti contenenti nullori sia 
il metodo misto che il metodo diretto; in quest'ultimo caso tuttavia la 
trasformazione del circuito non deve coinvolgere nella porzione modifi- 
cata i noratori e nullatori presenti. 

Il procedimento risultante è il seguente: 


Quinto procedimento di analisi su base nodi. 


(Valido per circuiti contenenti resistori, generatori dipendenti ed indipendenti dei due 
tipi, nullori) 


1) Sostituire a ciascun nullore i due bipoli nullatore e noratore. 


2) Sostituire a ciascun nullatore un circuito aperto ed a ciascun norato- 
re un generatore di corrente avente una corrente impressa incognita. 


3) Scrivere il sistema risolvente su base nodi per il circuito in esame, 
seguendo uno dei procedimenti visti nel Š II.4; se in partenza i nullori 
sono N, tale sistema contiene N incognite aggiuntive, pari alle corren- 
ti dei noratori. 


4) Scrivere altre N equazioni, una per ogni nullatore, esprimente il fat- 
to che la tensione ai capi di ciascuno di essi è uguale a zero. Tali e- 
quazioni di vincolo hanno la forma: 


(II. 6. 1) E =E 

se il nullatore è connesso fra i nodi i e j, ovvero 

(11.6.2) E, -0 

se il nullatore é connesso fra il nodo i e quello di riferimento. 


5) Risolvere il sistema, determinando tutte le grandezze elettriche del 
circuito. 


numero dei noratori presenti e le equazioni aggiuntive in e) sono innumerou guale al nu- 
mero dei nullatori. Infatti entrambi questi due numeri sono uguali al numero dei nullori 
presenti nel circuito che si sta considerando. 
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Si puó notare che il metodo é di grande semplicitàe che il siste- 
ma che occorre risolvere al punto 5) del procedimento è in definitiva più 
semplice di quello ai nodi scritto al punto 2), in quanto le equazioni di 
vincolo esprimono l'identità fra tensioni di nodo ovvero ne stabiliscono 
il valore nullo. 


Esempio 11.6.1 


Analizzare con il quinto procedimenio di analisi su base nodi il circuito di fi- 
gura 11.6.1. 


Fig.11.6.1 - Circuito conside- 
rato nell'esempio II.6. 1. I va- 
lori dei componenti sono: 


R;=1,Ry=1/3,R3=1/10 


i A 2 (Q, v) 


Passo 1 : Sostituiamo il nullore presente con la coppia nullatore - noratore. Si ottiene il 
circuito di fig.IL 6.2. 


Fig.11.6.2 - Circuito ottenuto 
da quello difig.IL 6.1, sosti- 
tuendo al nullore la coppia 
nullatore - noratore. 


Passo 2 : Sostituiamo al posto del nullatore un circuito aperto ed al posto del noratore 
un generatore di corrente di valore incognito iy, (fig.11.6.3); nella stessa figura è an- 


che indicata la corrente incognita iy,, che scorre nel generatore di tensione. 


Fig.11.6.3 - Circuito ottenuto da 
quello fig.II.6.2, ponendo al po- 
sto del nullatore e del noratore 
rispettivamente un circuito aper- 
to ed un generatore di corrente. 
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Passo 3 : Scegliamo come nodo di riferimento quello indicato in fig.IL.6.3; pertanto le 


tensioni dei nodi sono: Ме E, Es. Il sistema di equazioni ai nodi è il seguente: 
! Vx 
"Sy V, + (G1 + GE, 7-iy, 

By E. = 


с Veo ERA 


INx 
Nel sistema precedente le grandezze incognite sono: E, E, іу, ed iy,: Di 


conseguenza è necessaria un'ulteriore equazione. 


Passo 4 : Scriviamo l'equazione di vincolo per il nullatore. Essa impone che sia nulla 


la differenza di tensione ai suoi estremi, cioè: 


2-E,=iv 
-2+ áE, == ің, 
10 E, - ің, 
Е,-2 
Risolvendo il sistema si ottiene: 
E, =- 9/2 іу, = 13/2 nu 
E, = 2 ің, 7 20 


Le altre grandezze elettriche del circuito si ricavano immediatamente. Ad e- 


sempio la tensione ai capi del noratore vale: 


= Eg- Eg= 13/2 


YN 3 


11.7 - Analisi automatica di vn circuito elettrico senza memoria: 
programma NODI. 


11.7.1 - Generalità. 


L'analisi dei circuiti elettrici mediante il calcolatore numerico 
riveste una grande importanza da molti punti di vista. E infatti evidente 
che, appena un circuito elettrico raggiunge la complessitàdi una decina 
di nodi connessi fra loro da qualche decina di componenti, diviene estre- 
mamente onerosa e poco affidabile la relativa analisi, effettuata con mez- 
zi manuali. D'altra parte circuiti della complessità suddetta o anche mol- 
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to maggiore si incontrano usualmente nelle applicazioni, sia quando ё 
assegnato direttamente un circuito di grandi dimensioni, sia quando si 
. voglia tenere conto in un circuito strutturalmente di piccole dimensioni 
degli schemi equivalenti molto accurati dei componenti e dispositivi in 
esso contenuti. ` i 

L'utilizzazione del calcolatore per l'analisi dei circuiti elettri- 
ci diviene assolutamente necessaria quando l'analisi stessa costituisce 
un passo del procedimento di progetto, come messo in evidenza nella fi- 
gura 1 della premessa al presente testo. In questo caso infatti l'operazio- 
ne di analisi puó essere richiesta nell'ambito dell'algoritmo di ottimiz- 
zazione del circuito innumerevoli volte. 

Nel presente paragrafo il problema dell'analisi automatica ver- 
rà sviluppato ad un livello elementare ed introduttivo, rimandando ai te- 
sti specifici, citati nell'appendice 2D, per un approfondimento. In par- 
ticolare, limiteremo la trattazione al metodo dei nodi nella sua formula- 
zione piü estesa riguardante i circuiti che contengono resistori, genera- 
tori indipendenti dei due tipi, generatori di corrente controllati in ten- 
sione e nullori. s 

La descrizione di un metodo automatico di analisi, adatto ad es- 
sere implementato sul calcolatore, puó essere effettuata in vari modi. Il 
modo piü vicino all'applicazione consiste ovviamente nell'assegnare il 
programma di calcolo, cioà la sequenza delle istruzioni che devono es- 
sere eseguite dal calcolatore. Tale modo tuttavia presuppone l'utilizza- 
zione di un linguaggio simbolico e quindi la conoscenza del medesimo 
da parte del lettore. Per evitare ciò si è preferito descrivere il metodo 
automatico mediante diagrammi di flusso, che prescindono dal linguaggio 
utilizzato e che sono di immediata comprensione. Essi consistono di più 
blocchi funzionali eseguiti in sequenza. I blocchi sono di due tipi: 


a) blocchi logici, caratterizzati da un ingresso e due uscite. Si haun'u- 
scita oppure l'altra a seconda che sia verificata o meno la relazione in- 
dicata nel blocco (fig.II.7.1); 


no si 


Еіа.11.7.1 - Blocco logico. 


b) blocchi operativi. In essi viene effettuato il calcolo dell'espressione 
indicata a destra del segno di «uguale» ed il suo valore viene assegna- 
to alla variabile a sinistra di detto segno (fig.II. 7. 2). i 


Fig.1l.7.2 - Blocco operativo. 
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Occorre prestare molta attenzione al fatto che in nessun caso le 
relazioni indicate nei blocchi funzionali devono essere interpretate nel- 
nell'usuale senso algebrico di uguaglianza. Ad esempio nel caso di fi- 
gura П. 7.1 la variabile А può anche non essere uguale ad uno, poichè 
l'espressione A = 1 ha in tal caso un carattere interrogativo, mentre 
nel caso di fig.II.7.2 la variabile A è stata incrementata della quantità 
B (nell'usuale linguaggio algebrico da A = A + B si ricaverebbe B = 
= 0). 

La traduzione del diagramma di flusso in un linguaggio simboli- 
co è immediata. A titolo di esempio verrà data in appendice II.B la tra- 
duzione in linguaggio FORTRAN del metodo di analisi descritto di se- 
guito. 


11.7.2 - Analisi automatica dei circuiti senza memoria con il metodo dei 
"465 
об”, 


Nei presente paragrafo verrà sviluppato in dettaglio un metodo 
per l'analisi automatica dei circuiti elettrici, limitatamente ai circuiti 
senza memoria a cui è dedicato il presente capitolo ed al metodo dei no- 
di. 

Lo schema a grandi linee қ 
del programma di calcolo automa- 
tico sviluppato é quello mostrato 


in fig.1. 7.5. 

Per quanto riguarda il bloc- 
со І (ingresso dati), per esso si 
rimanda al Š L 11 con l'avverten- 
za che nel nosto caso non sono 
presi in considerazione gli ele- 
menti con memoria, cioé conden- 
satori ed induttori. I componenti 
previsti sono perció: resistori, 
generatori indipendenti dei due 
tipi, generatori di corrente con- 
trollati in tensione e nullori. 

Per quanto riguarda il 
blocco S (determinazione del si- 


S - Determinazione sistema 
risolvente 


[A] [x] = [8] 


К - Risoluzione del sistema 


[x] - [AY ! [8] 


U - Uscita e stampa risultati 
(vettore [X]) 


Fig.11.7.3 - Schema a grandi linee del 
programma di calcolo automatico con- 
siderato. 


(1) - Nell'appendice П.В viene foraita la traduzione in FORTRAN del programma pre- 
sentato in quesco paragrafo mediante schemi a blccchi. Inoltre numerosi esempi numeri- 
ci, ottenuti con tale programma, sono riportati nell'appendice II.C. 
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stema risolvente), esso rappresenta la parte centrale del metodo di ana- 
lisi e verrà sviluppato di seguito, mentre per il blocco R (risoluzio- 
ne del sistema) si rimanda all'appendice П.А. Il blocco U, infine, non 
presenta difficoltà. 

Per ottenere il sistema risolvente su base nodi occorre. inizial- 
mente scegliere il nodo di riferimento. Per un circuito avente ND nodi, 
numerati da 1 fino ad ND, tale problema equivale a scegliere uno qua- 
lunque di tali nodi ed, essendo la numerazione arbitraria, prenderemo nel 
seguito come nodo di riferimento quello indicato con il numero più alto, 
cioè ND. Tale scelta dà la possibilità di fissare a priori il nodo di ri- 
ferimento quando si effettua l'i ingresso dei dati. 

Il numero delle incognite è m al numero delle tensioni dei 
nodi escluso quello di riferimento, cioè: 


(II. 7.1) N= ND - 1 


Il numero delle equazioni è anch'esso pari ad N e corrisponde 
alle equazioni di equilibrio delle correnti uscenti dai vari nodi con la 
esclusione di quello di riferimento. 

In presenza di generatori di tensione l'ordine del sistema deve 
essere aumentato. Precisamente, per ogni generatore di tensione occor- 
re aggiungere una incognita (corrente nel generatore di tensione) ed una 
equazione (equazione di vincolo). Detto pertanto NT il numero dei ge- 


x 


neratori di tensione, l'ordine del sistema è in questo caso: 
(IL. 7.2) МА = М + МТ 


Un ulteriore incremento all'ordine del sistema deve essere соп- 
siderato in presenza di nullori. Precisamente ogni nullore dà luogo ad 
una ulteriore incognita (corrente nel noratore) ed a un ulteriore vincolo 
(tensione nulla ai capi del uullatore). Detto pertanto NN il numero dei 
nullori, l'ordine totale del sistema é pari a: 


(41. 7.3) NB = МА + NN 


Il sistema risolvente ha di conseguenza la struttura indicata in 
fig.IL 7.4. Esso verrà determinato operando riga per riga e procedendo 
secondo lo schema di flusso mostrato in fig.II.7.5, che rappresenta una 
descrizione dettagliata del blocco S di fig.1L.7.3. Tale schema consi- 
ste in un ciclo percorso М volte (K = 1, 2,... N) nel quale vengono 
determinate le N equazioni relative all' equilibrio delle correnti nei no- 
di ed in due blocchi aggiuntivi, nei quali sono determinate le equazioni 
di vincolo. Da notare che é stata prevista l'esclusione dei blocchi S2 ed 
S4, relativi ai generatori di tensione,in assenza di tali componenti (NT — 
— 0) el'esclusione dei blocchi S3 ed S5, relativi ai nullori,in assen- 
za di tali componenti (NN = 0). 


Termini | Incognite uguali alle tensioni | Incognite uguali alle correnti | Incognite uguali alle correnti 
noti ei nodi dei generatori di tensione dei noratori 


Equazioni di equilibrio 
correnti nei nodi 


A 


М,МА+11\1 E aes 


N,NB 


Equazioni di vincolo 
generatori di rensione 


Equazioni di vincolo 
nullori 


Fig.il.7.4 - Sistema di equazioni, in сш: Ey, K = 1, ...N sono le tensioni dei nodi indipendenti; IT,,K=1,... 
-.. NT, sono le correnti dei generatori di tensioni e VT, le relative tensioni impresse; Ng, K = 1; y ... NN so- 
no le correnti dei noratori. 


51 - Determinazione dei 
coefficienti A(K, L) e 
del termine noto B(K) 
con L -1,2,... N 


S2 - Determinazione dei 
coefficienti A(K, L) 
соп L=N+1,...NA 


«(a 


53 - Determinazione dei 
coefficienti A(K, L) 
con L=NA+1,...NB 


< 


SÁ - Determinazione delle 
equaz. di vincolo dei 
gen. di tensione 


& 


S5 - Determinazione delle 
equaz. di vincolo dei 
nullori 


Fig.11.7.5 - Descrizione del 
blocco S di fig.II. 7.3. 
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Vediamo in dettaglio la struttura dei vari blocchi presenti nello 


schema di fig.II. 7. 5. 


Blocco SI. 


Tale blocco è sempre presente nel diagramma di flusso. Ad es- 
so contribuiscono i seguenti componenti: resistori, generatori indipen- 
denti di corrente, generatori di corrente controllati in tensione. 


a) Resistori. Occorre prevedere un ciclo che prendain esame ип resisto- 
re per volta. Consideriamo il resistore L-simo (fig.II. 7. 6). Si possono a- 
vere tre casi: 

N1(L) N2(L) 


Fig.11.7.6 - Resistore generico. — O 
R(L) 


Il resistore L-simo ë connesso al nodo k-simo e quindi contribui- 
sce alla k-sima equazione, che corrisponde all'equilibrio delle correnti 
uscenti dal nodo k-simo. I contributi in questione sono: 


(II. 7. 4) A(K, К) = A(K, K) + 1/ R(L) 


per la diagonale principale; inoltre, detto K1 l'altro nodo a cui é con- 
nesso il resistore L-simo, cioé: 


(II. 7.5) K1 = N2(L) 
si ha, nel caso in cui K1 £ ND (nodo di riferimento): 
(II. 7.6) A(K,K1) -- I/R(L) - A(K, K1) 


Il resistore é ancora connesso al nodo k-simo. In tal caso si han- 
no dei contributi analoghi a quelli già visti e cioè: 


(П. 7.7) A (K, К) = A(K, К) + 1/R(L) 
e posto: 

(II. 7.8) K2 = NI(L) 

se K2 £ ND 

(1.7.9) A (K, K2) =- 1/R(L)+A(K, K2) 


In tal caso il resistore non è connesso al nodo k-simo e quindi 
non vi sono contributi alla k-sima equazione. 
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Nella fig.1I.7.9 è riportato lo schema di calcolo completo per il 
caso dei resistori (blocco indicato con S11). 


b) Generatori di corrente indipendenti. Occorre prevedere un ciclo che 
prenda in esame un generatore per volta. Consideriamo il generatore L- 
-simo (fig.1I.7.7). Si possono avere tre casi: 


C(L) 

Fig.11.7.7 - Generatore indi- -— 

pendente di corrente generi- 

co. NC1(L) NC2(L) 
1) NCI(L) = K 

In tal caso la corrente C(L) entra nel nodo k-simo ed allora ri- 
sulta: 
(II. 7. 10) B(K) = B(K) + C(L) 
2 NC2(L) = K 

In tal caso la corrente C(L) esce dal nodo k-simo e quindi ri- 
sulta: 
(IL 7. 11) B(K) = B(K) - C(L) 


3 NCI(L) ЕК e NC2(L) £ К 


In questo caso il generatore L-simo non contribuisce alla k-sima 
equazione. 


Nella fig.II. 7.9 è riportato lo schema di calcolo completo per il 
caso dei generatori di corrente (blocco S12). 


c) Generatori di corrente controllati in tensione. Occorre prevedere un 
ciclo che prenda in esame un generatore controllato per volta. Conside- 
riamo il generatore controllato L-simo (fig.II. 7.8). Si possono avere tre 
casi: 


——o NCTI(L) NCT3(L) 
T 
Fig.11.7.8 - Generatore di А 
corrente controllato іп ten- v | i=CT(L)v 
sione generico. 
——o NCT2(L) NCT4(L) 


1) NCT3(L) = K 


In tal caso la corrente i esce dal nodo k-simo. Quindi detti: 


(II. 7. 12) КІ = NCTI(L) K2 = NCT2(L) 


no RA | 


SEA cor Pe Ыс СЕ СОИС ЛИТА бы аны PES а Ла sa ^ 
| 

—RE >> | 

| I | 
A(K,K)=A(K,K)+1/R(L) A(K,K) = A(K,K) + 1/ R(L) | 
K1=N2(L) K2 =N1(L) | 

| 

«ti». BANDS | 

51 | 
шал кшш] = | 

| 

| 

| 

LO IAA I qu P cing T pq IAA I cli 
STIRARE tue A MIEN ME ROSI SIOE. 4 


si | 

B(K) = B(K)- C(L) | 
| 

| 

| 


SM ER coso P Sq qm E 
ee LIE е 
| 

| 

| 

| 

КІ-МСТКІ.) K1-2NCTI(L) | 
K2=NCT2(L) К2 = МСТ2(1.) | 
| 

al 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

d 


Fig.11.7.9 - Descrizione del blocco 51 di fig.II.7.5. 
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i nodi a cui è connesso il ramo di controllo, la corrente i vale: 
(II. 7. 13) i = CT(L) E(K1)- CT(L) E(K2) 


e pertanto vi sono dei contributi alla matrice dei coefficienti [A]; pre- 
cisamente, se K1 £ ND, si ha: 


(I1. 7.14) А (К, КІ) = A(K, КІ) + CT(L) 
se K2 £ ND, si ha: 
(II. 7. 15) A (K, K2) = A(K, K2) - CT(L) 
2) NCT4(L) = K 
In tal caso la corrente i entra nel nodo k-simo. Analogamente 
al caso precedente, posto: 
(11.7. 16) КІ = NCTI(L) K2 = NCT2(L) 
se Ki Z ND, si ha: 
(1.7.17) A(K, К1) = A(K, K1) - CT(L) 
se K2 # ND, si ha: I 
(П. 7. 18) A(K, K2) = АСК, ED + CIIL) 


3) NCT3(L) ZK e NCT4(L) # K 


In questo caso il generatore controllato considerato non dà con- 
tributo all'equazione k-sima. 


Nella fig.II.7.9 è riportato lo schema di calcolo completo per il 
caso dei generatori di corrente controllati in tensione (blocco 513), 


Nel diagramma di flusso di fig.II.7.9 sono anche riportate delle 
parti accessorie, per verificare l'effettiva presenza dei resistori ovvero 
dei generatori indipendenti di corrente ovvero dei generatori controllati. 
Tali controlli sono effettuati, verificando che sia diverso da zero il nu- 
mero di tali componenti, prima di entrare nel blocco relativo. 


Blocco S2. 


Tale blocco viene eseguito solo in presenza di generatori di ten- 
sione, come è indicato in fig.IL 7.5. Occorre prevedere un ciclo che con- 
sideri ciascun generatore di tensione, uno per volta. Consideriamo il ge- 
neratore di tensione L-simo (fig.II. 7.10). Nella fig.IL.7. 10. è indicato il 
verso convenzionale della corrente incognita i,, che percorre tale ge- 


: L? 
neratore. Si possono avere tre casi: 
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+ I(L) 
Fig.11.7.10 - Generatore di ten- 
sione generico. Мт) — NT2(L) 
i 
L 


a) NTI(L) - K 


In questo caso la corrente i, esce dal nodo k-simoe vi è quin- 
di un contributo alla k-sima equazione. La corrente i, rappresenta una 
nuova incognita e pertanto va posta dopo le N incognite coincidenti con 
le tensioni di nodo. A tale incognita assegniamo la colonna (N+L)-esi- 
ma della matrice dei coefficienti. Perció, posto: 


(IL. 7. 19) NL=N+L 
si ha: 

(II. 7. 20) A(K, NL) = 1 
b) NT2(L) - K 


Tale caso é del tutto analogo a quello precedente, salvo che la 
corrente i, entra nel nodo k-simo. Perció, si ha: 


(11. 7.21) A(K, NL) =- 1 
c) NTI(L) ZK e NT2(L) #K 


In tal caso non vi è contributo all'equazione k-sima ed è nullo 
di conseguenza il coefficiente dell'incognita i,, posto in posizione 


Fig.11.7.11 - Descrizione del blocco S2 di (8.11.7. 5. 
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A(K, NL); si supporrà implicitamente verificato tale fatto, avendo prov- 
veduto all'azzeramento preliminare di tutta la matrice A. Il diagramma di 
flusso completo del blocco 52 è riportato in fig.II.7.11. 


Blocco $3. 


Tale blocco viene eseguito solo in presenza di nullori. Occorre 
prevedere un ciclo che prenda in esame un nullore per volta. Conside- 
riamo pertanto il nullore L-simo (fig.II.7. 12). Nella fig.II.7.12 è anche 
indicato il verso positivo per la corrente i, incognita, che scorre nel 
noratore. Si possono avere tre casi: 


NN3(L) 
NNI(L) 
È ir 
Fig.11.7.12 - Nullore generico. 
NN2(L) 
NN4(L) 
n X 
(772404) USC SAT p 


a) NN3(L) = K 


In questo caso la corrente i, esce dal nodo k-simo. Si deve 
quindi portare in conto un contributo alla matrice [A] simile a quanto 
fatto nel caso dei generatori di tensione. La posizione dell'incognita i, 
deve essere considerata al di là delle N tensioni incognite di nodo e 
delle NT correnti incognite dei generatori di tensione. Perció, posto: 


( 


(II. 7. 22) М) = NA + L 
si ha: 

(II. 7. 23) A(K, NL) = 1 
b) NN4(L) = K 


Analogamente al caso precedente, si ha: 
(II. 7.24) A(K, NL) =- 1 


c) NN3(L) Z K e NNA(L) £ K 
In questo caso non vi é alcun contributo alla matrice [A]. 


` 


Il diagramma di flusso del blocco S3 ë riportato in figura 
11.7.13, 
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NL=NA+L 
A(K,NL)=1 


A(K,NL) 7-1 


Fig.11.7.13 - Descrizione del blocco S3 di fig.II. 7. 5. 


Blocco 54. 


Il blocco S4 è relativo alla 
determinazione delle equazioni di vin- 
colo imposte dai generatori di tensio- 
ne. Considerando un ciclo esteso a 
tutti questi generatori, esaminiamo in 
dettaglio l'equazione relativa al ge- 
nerato L-simo(fig.II. 7. 10). Tale equa- 
zione corrisponde alla riga NL = N + 
+L della matrice A ed all'elemento 
NL del vettore dei termini noti B. In- 
dicando con: 


K1 = №МТІ(1) 


(11.7.25) 
K2 = NT2(L) 


i nodi a cui è connesso il generatore, 
l'equazione di vincolo corrispondente 
assume una delle tre seguenti forme, 
a seconda che K1 e K2 siano ugua- 
li o diversi dal nododi riferimento ND. 
Precisamente, si ha: 


әне KL#ND e Ко ND 
(1.7.26) Е(К1)- E(K2) = T(L) 


K1-7NTI(L) 
K2=NT2(L) 


A(NL,K1) = 1 


A(NL,K2) =- 


B(NL) = T(L) 


Fig.11.7.14 - Descrizione del blocco 
54 di fig.II.7.5. 
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-se Ki = ND 
(IL7.27) E(K2) =- T(L) 
- se K2 = ND 
(II. 7.28) E(K1) = T(L) 


Con T(L) si éindicatoil va- 
lore della tensione impressa. Tenen- 
do conto delle equazioni (II.7.26), 
(1.7.27), (1.7.28), il diagramma di 
flusso del blocco S4risulta quello ri- 
portato in fig.II. 7. 14. 


Blocco $5. 


Il blocco 55 è relativo alla 
determinazione delle equazioni di vin- 
colo imposte dai nullori. Tali equa- 
zioni esprimono il fatto che la tensio- 
ne ai capi di ciascun nullatore è u- 
guale a zero. In uncicloestesoa tut- 
ti i nullori, esaminiamo l'equazione 
di vincolo relativa al nullore L-simo. 
Tale equazione corrisponde alla riga 
NL=NA+L della matrice A ed al- 
l'elemento NL del vettore B dei ter- 
mini noti. 


A(NL,K1) = 1 


si 


Fig.11.7.15 - Descrizione del 
blocco S5 di fig.II. 7.5. 


La struttura delle equazioni è identica a quella vista nel caso 
dei generatori di tensione (eq.II.7.26 - 11.7.28), salvo il fatto che in que- 


sto caso T(L) = 0. 


Pertanto il diagramma di flusso relativoal blocco S5 é quello ri- 
portato in fig.IL 7. 15, essendo sottinteso l'azzeramento preliminare del 


vettore B. 


G.MARTINELLI- M.SAL ERNO : Fondamenti di Elettrotecnica 


APPENDICI AL CAPITOLO li 


APPENDICE ILA ~ Introduzione alla soluzione dei sistemi di equazio- 


ni lineari. 


L'analisi di un circuito resistivo prevede sempre come ultimo 
passo la soluzione di un sistema di N equazioni lineari a coefficienti 
reali in N incognite! La soluzione del sistema di equazioni può risul- 
tare di difficile ed incerta determinazione per ragioni numeriche, legate 
essenzialmente al numero di cifre utilizzate per rappresentare le quan- 
tità in gioco. Ciò dipende da due fattori: 1) malcondizionamento della” 
matrice dei coefficienti; 2) valore eccessivo di N. Nel seguito esporre- 
mo alcune nozioni preliminari ed introduttive relative all'uso del calco- 
latore in questo ambito, rimandando ai testi citati nell'appendice II.D 
per l'eventuale approfondimento. 


П.А.1 - Descrizione dello schema a blocchi del metodo di elimi- 
nazione di Gauss. 


Tenendo conto del carattere introduttivo di questa appendice, li- 
mitiamo l'attenzione al noto metodo di eliminazione di Gauss per la so- 
luzione di un sistema di equazioni lineari. Esso consiste nel ridurre pas- 
so per passo le incognite presenti, eliminandole una dopo l'altra. Sia il 
sistema in esame rappresentato mediante la: 


aqu X, Tax, Octaua Xy =b; 

адху Жа,х, + Жашдхут-ВБ, 
(IL. A, 1) 

ан Хт Жа,,х, + +ayw*y = by 
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Supponendo ау, #0, ricaviamo dalla prima equazione: 
(II. A. 2) x, = 


Sostituendo tale valore nelle utime N - 1 equazioni, si ottiene 
il nuovo sistema di N-1 equazioni nelle incognite x,...xy, Cioè: 


( x) " ( =) bi 
a -а етене Ж кесе а -а — Ж = „а 
аше 2 mn N Wir Qum 


(LA. spiedini кзы жоя Eva ue ers 


аі a iN ан; 
ама" ây ] х:+... {ару ан | ху "by -——— 
ац а а 


Eliminando quindi una alla volta le incognite, si giunge al siste- 
ma equivalente di equazioni: 


(1) (1) (1) e ECL) 
x Та) X,ta хз... Бату Xu = bi 
(2) (2) =K(2) 
(II. A. 4) x, +a хз. tan ху =b} 
- 1) 
+txy=by 


in cui il coefficiente (j, k) del sistema di equazioni ottenuto nel passo 
i-esiino vale, indicando con lo zero il sistema iniziale (II. A.1): 


(i-1) (i-1) Д : 
"NL Ci) " peg V N 
аз = 2 Ы" = Ë | А 
: ali-1) a(i- D ] k 41-1, 172... N 
11 ii 
a G- D 
: : 2% x 
(II. A. 5) al) =al- D. 7. ali) 
S DTE. 
ii 
aG- D 
b) pti D. — pli-) 
; š абы” 


Mettiamo sotto forma di schema a blocchi il procedimento ргесе- 
dente (fig.II. A. 1). I dati di ingresso sono la matrice dei coefficienti [A] 
e il vettore dei termini noti [B]. Dall'esame dello schema a blocchi si 
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vede che dopo l'esecuzione risulta: [A] coincidente, a parte gli elemen- 
ti sulla diagonale principale, con la matrice dei coefficienti dell'ultimo 
sistema di equazioni, cioè il (IL A. 4), е [B] contiene la soluzione, cioè 
B = k к=, 2; „М. 


= P 
B(N) = B(N)/ A(N,N) П = 


A(LJD = A(,JD/ A(LI) 


SUM =SUM + A(1,]) * B(J) 


А(Т,К) = A(J,K)- A(J,I) ж A(I,K) 


si 
B(I) = B(I)& SUM 
=" 
B(J) = B(J)- B() ж A(J,D 


Еїд.П.А.1 - Schema a blocchi del metodo di eliminazione di Gauss per la 
soluzione di un sistema di equazioni lineari. 
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П.А.2 - Inconvenienti connessi соп il metodo di eliminazione di 
Gauss. 


Il calcolatore lavora con un numero limitato di cifre; quindi le o- 
perazioni aritmetiche effettuate sono affette da errore. Ad esempio risol- 
vendo il seguente sistema di equazioni con cinque cifre significative in 
virgola fissa: 


0,00034x | + 56,231x , = 0,0647 
1,0112x, + 3,1334x , =- 0,7259 


si ottiene: 


x, = 0,09150 x, — 0,00115 
al posto della soluzione esatta: 
ха == 0,53527 x, = 0,001151066 


che si ottiene lavorando in doppia precisione (quindici cifre significati- 
ve). Una riduzione dell'effetto della limitatezza delle cifre si ottiene 
riordinando le equazioni nel sistema assegnato in modo da evitare la di- 
visione per numeri piccoli (nello schema di fig.II. A.2 è stato scelto u- 
guale a 107 il limite inferiore oltre il quale non andare con le divisio- 
ni). 


EET 


Fig.ll.A.2 - Schema a bloc- 
chi per evitare la divisione 
per quantità troppo piccole. 


si 


A(J,D | € 10719 


PIV - A(IPIV,K) А(ІРІУ,К)-А(І,К) 
A(LK)-PIV 


артуы 


I Si 
PIV=B(IPIV) 
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Tale riordinamento ё assolutamente necessario quando il coeffi- 
ciente per cui occorre dividere è nullo. Occorre inoltre notare che il rior- 
dinamento è sempre possibile, eccetto il caso in cui le equazioni non so- 
no linearmente indipendenti. 

Le osservazioni precedenti vanno incorporate nel programma, che 
di conseguenza si modifica come appresso indicato. La modifica nel sot- 
toprogramma GAUSS viene introdotta inserendo in un ramo dello schema 
di fig.II. A.1 un opportuno insieme di blocchi. Nel ramo in questione so- 
no indicati esplicitamente i punti P e Q terminali del nuovo insieme 
di blocchi, riportato in fig.II. A.2, che va percióesaminato congiuntamen- 
te con quello di fig.IL A. 1. 

La traduzione in FORTRAN degli schemi a blocchi considerati 
nella presente appendice è riportata nell'appendice II. B. L' utilizzazio- 
ne di tale programma in esempi numerici é fatta in connessione con l'ap- 
plicazione del programma di analisi descritto in tale appendice. I risul- 
tati sono riportati in dettaglio nell'appendice II.C. 


APPENDICE П.В - Programma NODI!) 


Nella presente appendice viene riportata la lista in FORTRAN 
del programma NODI, che permette di analizzare un circuito senza me- 
moria costituito da resistori, generatori indipendenti dei due tipi, gene- 
ratori di corrente controllati in tensione e nullori, nell'ipotesi che le 
grandezze impresse siano indipendenti dal tempo e coincidenti con quan- 
tità reali. Tale programma è la traduzione fedele del metodo automatico 
di analisi descritto nel $ II.7 mediante schemi a blocchi‘). La subrouti- 
ne GAUSS, chiamata in questo programma per la soluzione del sistema 
risolvente di equazioni, è a sua volta la traduzione fedele del metodo di 
eliminazione di Gauss, descritto mediante uno schema a blocchi nell'ap- 
pendice II. A. 

Di seguito precisiamo: 1) il modo in cui debbono essere presen- 
ti al calcolatore i dati che descrivono il circuito; 2) le stampe di uscita 
del calcolatore. 


(1) - É importante tenere presente che il programma descritto i in questa appendice è ad 
un livello elementare ed introduttivo. In particolare, la forma in cui debbono essere pre- 
sentati i dati di ingresso è intuitiva ma onerosa. Per un approfondimento su questo pun- 
to si rimanda ai testi specializzati elencati in appendice II.D. 


(2) - Per comodità di programmazione, le istruzioni relative al presente metodo di ana- 
lisi sono state suddivise in un programma principale, denominato « NODI» ed una sub- 
routine denominata « NODI 1». 
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Nell'appendice II.C verranno riportati vari esempi di applicazio- 
ne di questo programma; in particolare per ogni esempio verranno mo- 
strate le schede di ingresso dati e le stampe di uscita. 


II. B.1 - Dati di ingresso‘). 


Le schede che formano l'ingresso di ogni problema che si vuole 
risolvere con il programma NODI sono nell'ordine: 


a) Una scheda dati nella quale vengono assegnate nell'ordine le seguen- 
ti quantità: 

il numero dei nodi ND 

il numero dei resistori NR 

il numero dei generatori di corrente NC 

il numero dei generatori di tensione NT 

il numero dei generatori controllati NCT 

il numero dei nullori NN 


Il formato d'ingresso è il seguente: 613. 
b) Una scheda dati per ogni resistore, nella quale viene indicato, nel- 
l'ordine: 


— il valore della resistenza; 
— il primo nodo a cui il resistore è connesso; 
- il secondo nodo a cui il resistore è connesso. 


Il formato d'ingresso è il seguente: D10.3, 213. 


c) Una scheda dati per ogni generatore di corrente, nella quale viene in- 
dicato, nell'ordine: 


- il valore della corrente impressa; 
— il nodo in cui entra la corrente impressa; 
- il nodo da cui esce la corrente impressa. 


Il formato d'ingresso è il seguente: D10.3, 2I3. 


d) Una scheda dati per ogni generatore di tensione, nella quale viene in- 
dicato, nell'ordine: 


(3) - Per maggior chiarezza si consiglia di esaminare contemporaneamente alla lettura 
di questo paragrafo uno degli esempi riportati nel $ II.C.2. 
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- il valore della tensione impressa; 
- il nodo corrispondente al morsetto positivo; 
— il secondo nodo a cui è connesso il generatore. 


Il formato d'ingresso è il seguente: D10.3, 213. 


e) Una scheda dati per ogni generatore di corrente controllato in tensio- 
ne, nella quale viene indicato, nell'ordine: 


— il valore della conduttanza di trasferimento; 

— il nodo corrispondente al morsetto positivo del controllo; 
— il nodo corrispondente al morsetto negativo del controllo; 
il nodo da cui esce la corrente del generatore; 

— il nodo in cui entra la corrente del generatore. 


il formato d'ingresso è il seguente: D10.3, 413. 


f) Una scheda dati per ogni nullore, nella quale sono indicati nell'ordi- 
ne i seguenti nodi: 

- primo nodo a cui è connesso il nullatore; 

— secondo nodo a cui é connesso il nullatore; 

— primo nodo a cui è connesso il noratore; 

- secondo nodo a cui è connesso il noratore. 


Il formato d'ingresso è il seguente: 413. 


Uno o più settori relativi ai dati d'ingresso, indicati nei punti 
b), c), d), e), f) possono essere omessi, qualora non sia presente alcun 
componente del tipo considerato. 


H.B.2 - Dati in uscita. 


Prima di presentare i dati relativi alla soluzione del circuito, 
vengono stampati, a scopo di controllo, i dati d'ingresso relativi al cir- 


culto stesso. 
I dati di uscita, relativi alla soluzione del circuito sono i se- 


guenti: 

a) tensioni dei nodi del circuito, rispetto al nodo di riferimento (nodo 
ND); 

b) correnti relative ai generatori di tensione eventualmente presenti. Il 
verso di ognuna di tali correnti é scelto convenzionalmente dal morsetto 
positivo verso l'altro morsetto (fig.II. 7. 10); 


II. B.2 
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c) correnti relative ai noratori eventualmente presenti. Il verso di tale 
corrente é scelto convenzionalmente dal primo al secondo morsettoa cui 
è connesso il noratore stesso (fig.II. 7. 12). 


O40 U £ UI tv 


Nel caso in cui si verificassero inconvenienti nel corsodella so- 
luzione del sistema di equazioni da parte del sottoprogramma GAUSS, 
viene interrotta l'elaborazione e viene effettuata la stampa di controllo: 


LE EQUAZIONI SONO LINEARMENTE DIPENDENTI 


II. B.3 - Lista del programma. 


ooono 


PROGRAMMA NOOI 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H»0-Z) 

DIMENSION A(60r60)»8(60) 

DIMENSION R(100);N1(100)»?N2(100) 

DIMENSION C(10)»NC1(10)»NC2(10) 

DIMENSION Т(10) ,МТ1 (10), МТг (10) 

DIMENSION CT(20) »NCT1(20) e МСТ2 (20), МСТЗ (20), МСТ (20) 
DIMENSION NN1(20):NN2(20) »NN3(20) ММЧ (20) 


АЕА0(5,1) МО МЯ, МС, МТ, МСТ» ММ 

FORMAT(6I3) 

ЯЗІТЕ(6,2) NO? NReNCoNTHNCT» NN 

ҒОАМАТ(180»5Х» "CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODIz',I3/ 
*6X» "NUMERO RESISTORIz'»13/ 
*6X» 'NUMERO GENERATORI DI CORRENTE-'»I3/ 
*6X» 'NUMERO GENERATORI DI TENSIONE-'?I3/ 
*6X»'NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR, IN ТЕМ5.27,13/ 
*6X»e 'NUMERO NULLORI='#13//) 

IF(NR)11»11»12 

READ(S» 3) (RCL) sNI (CL) »N2(L) » LE 12 NR) 

FORMAT (010.3»213) 
WRITE(6,4) (АС) МС) »N2CL) » LZ 1? NM) 
FORMAT(1X» RES Neta I3»012. 3» 21%) 

CONTINUE 

IF(NC)13»13»1u 

ЯЕАО (5.3) CCCL) »NCICL) o NC2(L) e LZ 1? NC) 
WRITE(GG55) CCHCCL) »NCLGL) »;NC2 CC) » LZ1*NC) 

FORMAT(1X» 'G.CORR.N. ' » 157212.3»2185) 

CONTINUE 

ІҒ(МТ) 15,15,16 

ЯЕАО (5,5) CTCL) eNTIGCL) ;NT2(L) 1, NT) 
WRITE(6#6) (ТОО) МТ (О) » NT2(CL) 1, МТ) 

ҒЭЯМАТ (1х "523. TENSIONE: м. 13,012.3,210) 

CONTINUE 

IF (NCT) 17,17,18 

READ(S»? 7) (СТС) eNCTL(L) МСТ С) ЧСТЭ (UL) ;NCTS (13,121, МСТ) 
FORMAT(D10.3»413) 

МАТТЕ (6,8) (LeST(L) ;NCTI(L) »NCT2 (CL) ;NCT3S(L) МОСТУ (CL) » LZI» МСТ) 
FORMAT(L1X» 'GEN« CONTR. TENS,N:* » I3»212. 5» 6 I3) 

CONTINUE 

IF(NN)20»20»19 

READ(5,9) (NNLCL) NN CL) o NN3CL) ММУ (L) »LZ1 NN) 
FORMAT(4I3) 

WRITE(6» 10) (LoNNI(L) »NN2 CL) » NNS CL) o NNU(L) rL Z1 NN) 
CONTINUE 

FORMAT(IX» 'NULLORE М;+#,153,2Х,%13) 

N-NO-1 

NAZNeNT 

NB=NA+NN (segue) 
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[2] 


* 
* 
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CALL МООІ1 (А8. №. МА, NB МОА, М1. М2. МЕ СТ, ЧОСТІ, МСТ2,МСТУ» 
NCTU »NCT» ToNTI»NT2 s NTeCeNC1» МС2 NC» NN15NN2» 
NN3» NNG e NN) 


STAMPA DEI RISULTATI 
WRITE(C6:210)N2 


210 FORMAT(1HO^5X»'SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO"/ 
*6X»'TENSIONI DEI NODI» RISP. AL NODO *»13) 


214 
212 


218 
220 


224 
222 
216 
228 
230 


234 
232 
226 


31 


30 


43 


46 


130 


* 
* 


D9212L-1:N 

WRITE(6,214)L»B(L) 

FORMAT(1X, "TENSIONE NODO *',13,* =  '$015.5) 
CONTINUE 

IF(NT)216»216»218 

WRITE(6:220) 

FORMAT(1HO:5X» 'CORRENTI NEI GEN. DI TENSIONE?) 
DO222L-NO*NA 

LLzL-N 

WRITE(6,224)LL8(L) 

FORMAT(1Xr'*CORRENTE GEN. *»I3e' = 'sD15.5) 
CONTINUE 

IF (NN) 226.226.228 

WRITE(6»230) 

FORMAT(1HO0»5X: *CORRENTI NEI NORATORI*) 
NYzNA*1 

D0232L=NY N8 

LLZL-NA 

WRITE(6»234 )LL^B(CL) 

FORMAT(1X»*'CORRENTE NOR. ':I3e' = “»015.5) 
CONTINUE 

CONTINUE 


STOP 
END 


SUBROUTINE МОЈІ1 (А,8, Nr NAeNB» МО, Я. №1. N25; ҶА CT; МСТ, NCT2;NCT3* 
NCTuU ;NCT» TeNTI»NT2* NT» Co СІ, NC2? NC; ММ1, ММ2, 
NN3 + NN4 e NN) 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (А-Н, 2-2) 

DIMENSION A(60»60):8(60) 

DIMENSION R(1)*N1(1);N2(1) 

DIMENSION С(1) ,МС1(1) , МС2 (1) 

DIMENSION T(1):NT1(1)»NT2(1) 

DIMENSION CT(1)»NCTI(I) »NCT2C1) e NCT3(1) ;, NCTG4 (1) 

DIMENSION NNL(1)»NN2(1) ММЗ (1) » ММЧ (1) 


AZZERAMENTI 

DO 30 Lz1»N8 
DO 31 LLz1»NB8B 
ACCLeLL) z0.DO 
B(L)=0.00 
CONTINUE 
CICLO SUI NODI 
QI 40 K=1eN 
RESISTORI 


IF (МА) 42,42,43 

DO 44 L=1eNR 

IF(N1(L)-K)130r46e130 

AC(KOK)ZACK?X) *1.DO/RCGL) 

K1=N2(L) 

IF(KI.LT.NO) A(K+#K1)Z-1.DO/R(L)+A(K K 1) 
GO TO 45 

IF(N2(L) -К) 95,47,45 


(segue) 
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30 87 ACGKeK)ZA(KeK)+1.D0/R(L) 

31 K2zNL1(L) : 
32 IF(K2.LT.NO) А(К,К2)5-1„000/Н(1.)+А(К,К?) 
33 45 CONTINUE 

34 44 CONTINUE 

35 42 CONTINUE 

36 С бЕМ.СОЯЯ.СОМТЯ.ІМ TENSIONE 
37 с 

38 IF (МСТ) 48,48,69 

39 49 092 50 L=1eNCT 

40 K1=NCT1(L.) 

41 K2zNCT2(L) 

42 IFINCT3(L)-K)52»51,52 

43 51 IF(K1.LT.ND) ACKeK1)ZA{KeK1)®CT(L) 
uu IF(K2.LT.NO) A(CGK2)ZA(QCHK2) 2CTCL) 
45 52 IF(NCTU(L)-K)54,53,54 

46 - 53 IF(K1.LT.ND) AGKeK1)ZA(KeK1)=CT(L) 
47 IF(K2.LT.NO) ACKeK2)ZA(KrK2)+CT(L) 
48 5% CONTINUE 

49 50 CONTINUE 

50 48 CONTINUE 

51 с GEN. ТЕМ510МЕ 

52 с 

55 ІҒ(МТ)58»58»59 

54 59 DO 60 Lz1:NT 

55 IF(NTL1(L)-K)627561e62 

56 бі  NL.zN*L 

57 АКМ.) Z1. 00 

58 62 IFINT2(L)-K)64r63.64 

59 63  NLZN*L 

60 ACKeNi)==1.00 

61 6% CONTINUE 

62 60 CONTINUE 

63 58 CONTINUE 

64 с NULLORI 

65 с 

66 IF (NN)68»58»69 

67 69 00 70 Lz1»NN 

68 IF (NN3(L) -K) 72» 71» 72 

69 71 NLzNA*L 

70 : АКМ) Z1.00 

71 72 IF(NN4(L)-K174r73,74 

72 73 NLZNA*L 

73 ACKeNL)==1.D0 

74 7% CONTINUE 

75 70 CONTINUE 

76 68 CONTINUE 

77 с GEN. DI CORRENTE 

78 с 

79 1Ғ(МС)78.78»79 

80 79 00 80 Lz1»NC 

81 IF(NC1(L)-K)82°81:82 

82 B1  B(X)z8(K)*C(L) 

83 B2 IF(NC2(L)-K)84,83,84 

84 83 B(K)=3(K)=C(L) 

85 8% CONTINUE 

86 80 CONTINUE 

87 78 CONTINUE 

88 с 

89 40 CONTINUE 

90 © EGUAZIONI AGGIUNTIVE GENERATORI TENSIONE 
91 IF (NT) 110.1100111 

92 111 DO 112 L=1eNT 


(segue) 
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93 NLZN*L 
94 K1=NT1(L) 
95 K2zNT2(L) 
96 IF(K1.LT.ND) ACNL»K1)21.00 
97 IF(K2.LT.ND) A(NLsK2) 2-1. DO 
98 BINL)ZT(L) 
99 112 CONTINUE 
100 110 CONTINUE 
m © EQUAZIONI AGGIUNTIVE NULLORI 
1 С 
103 1Р(МмМ)120,120,121 
10% 121 00 123 ішім 
105 NLzZNA*L 
106 KI=NN1(L) 
107 K2zNN2(L) 
108 IF(K1eLToND) ACNL+eK1)=1.0D0 
109 IF(K2.LT.NO) АСМ К2) =-1 00 
110 123 CONTINUE 
111 120 CONTINUE 
112 CALL GAUSS(NB»A»8B) 
113 с 
11% RETURN 
115 END 
1 SUBROUTINE SAJSS(NrA:B) 
2 DIMENSION А (60,60) ,8(60) 
3 IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-Hr9=2) 
4 c WRITE (6,103) М, CCACI SJ) 121.) 2 2219839 (8C I) 4 IZ15 ND 
5 103 FORMAT(SX»'SISTEMA DI EQUAZIONI'//5X,'ORDINE N=':12// 
6 ж5Х,"МАТЯІСЕ DEI СОЕЕҒІСІЕМТІ!//(1Х.%015.5)) 
7 IF(N.GT.60) STOP 
8 Ізі 
9 8 АЗ=0АЗЅ (А (1,1) ) 
10 11=1+1 
11 IF(AB.LE.1.00-10) GO TO 20 
12 9 DO 11 JI=Il:N 
13 11 ACI:rJI)zA(Ir4I)/A(IreI) 
1% B(I)=3C(I)/ACIe1) 
is DO 10 Әші1»М 
16 DI 12 Ксі1»М 
17 12 AlJeK)ZA(JeK}=A{(JsT) SACI K) 
18 10 8(J)28(J)-B(CI) ACJ s I) 
19 І=1+1 
20 IF (I.LT.N) GO TO 8 
21 A3=DA3S(AC(N»N)) 
22 °IF(A3+LE+1+00-10)GOT040 
23 ВОМ) =8 (М) ХА (М, №) 
24 DO 30 K=2,N 
25 IzN-K*1 
26 L=1+1 
27 SUM=0.0 
28 02 31 J=LeN 
29 31 SUMZSUM*A(CI?J)*8CJ) 
30 30 801) =8(1) -50М 
31 Ç WRITE (6,101) (В(1),1-1»М) 
32 101 FORMAT(SX» 'SOLUZIONE' //(1X?4015.5)) 
33 RZTURN 


(segue) 
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34 20 IF (I.GE.N) GO TO 40 
35 DO 41 JzI1 N 

36 A3=DA3S(A(J#1)) 

37 ІЁ (АВ-1.00-10) 42,42,43 
38 42 IF (J.EG.N) GO TO 40 
39 41 CONTINUE 

40 83 DO 44 К=І,М 

41 PIVZA(JPeK) 

42 ACIPKIZA(IPK) 

43 44 А(ТӘКӘШРІУ 

цц PIV-B(J) 

45 BCJ)zB(I) 

46 B(I)=PIV 

47 GO TO 9 

48 40 WRITE (6,102) 

49 102 FORMAT(5X»'LE EQUAZIONI SONO LINEARMENTE DIPENDENTI?) 
50 STOP 

51 END 


APPENDICE П.С ~ Esempi. 


Nella presente appendice riportiamo vari esempi di applicazione 
dei metodi descritti in questo capitolo. La maggior parte degli esempi ri- 
guarda circuiti contenenti transistori, considerati nelloro funzionamento 
lineare ed in assenza di elementi reattivi. I transistori s'intendono pola- 
rizzati opportunamente e sostituibili con il loro circuito equivalente in 
bassa frequenza. (Nei casi considerati si prescinde usualmente dal cir- 
cuito di polarizzazione). 

Gli eseinpi sono divisi in due gruppi. П primo gruppo riguarda i 
circuiti analizzati manualmente ed in cui interessa l'espressione espli- 
cita delle grandezze incognite in funzione dei valori dei componenti, in- 
dicati simbolicamente. Il secondo gruppo riguarda circuiti più complessi, 
in cui si utilizza il programma di analisi riportato in appendice II. B. 


П.С.1 - Esempi del primo gruppo". 


Negli esempi considerati si suppone che il transistore sia pola- 
rizzato opportunamente e sia sostituibile con lo schema di fig.1.9.3, che 
si riporta per comodità in fig.II.C.1. I valori numerici di tale figura si ri- 
feriscono ai valori tipici del transistore AC 125 della Philips Elcona 
nelle condizioni di polarizzazione considerate nel $ 1.9. 


(1) - I tre esempi di questo gruppo forniscono gli elementi di base degli schemi amplifi- 
catori a transistori. Si veda ad esempio il $ Хі 6 di J. Millman, C.C. Halkias, « Electro- 
nic devices and circuits», Mc Graw-Hill, 1967. 
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In ogni esempio considereremo sial'espressione simbolica esat- 
ta della grandezza elettrica richiesta, sia l'eventuale espressione ap- 
prossimata, sia il valore numerico relativo al caso del transistore AC125 
suddetto. 


Base o Collettore 


Emettitore 


Fig.ll.C.1 - Schema equivalente del transistore. I valori dei Mi Wes so- 
no nel caso dell'AC125 della Philips Elcona: R; =1,7 K R, = 100/8 
КО, K, = 65 104, K, = 125. 


Esempio II.C.1 


Determinare nello stadio amplificatore in bassa frequenza costituito da un 
transistore con emettitore a massa le resistenze di ingresso e di uscita, i guadagni di 


tensione e di corrente, definiti come precisato in tab.I1.C.1. 


Per ricavare le grandezze richieste consideriamo il circuito di fig.II.C.2, ot- 
tenuto sostituendo al transistore lo schema di fig.II.C.1 e chiudendo opportunamente 


i lati di base e collettore. 


Fig.il.C.2 - Circuito relativo al transistore con emettitore a massa. 


Analizziamo tale circuito su base maglie, introducendo le relazioni costitutive 


dei generatori controllati: 
V =Kyv+(Ry+fRO)il ig == Kg l; 
-У =R,(is- iy + Вр і з 


Eliminando 1 е v, Si ottiene: 
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V iR tRy -KIKoR9 - KiR,i, 
Vp =- KgRgi;- (Ко + Ri) iz 
Risolvendo il sistema si ha: 
| КЕ КЕ» кок, R,*CR,-KQK,R, 
И 4 A ch "аттЫ АНЬ. 


TABELLA II.C.1 - Schemi per il calcolo delle grandezze caratteristiche 
; di uno stadio amplificatore costituito da un transi- 


store. 


Formula di 
definizione 


Grandezza 


d'interesse Tipo di connessione 


Schema di calcolo 


Resistenza d'in- Emettitore a massa 


gresso 
base 


(R) š : collettore 


emettitore 


Guadagno di ten- 
sione 


A 

( v) 
Base a massa 
l  emettitore 


2  collettore 


> È қ base 
Resistenza di usci- 3 


ta 


(к) 


u 


Guadagno di cor- š 
rente i 
Collettore a massa 


(Ap 1 base 


2 emettitore 


3 collettore 
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in cui: 


- 2 
A =- (KK, R5 + (R, + RO (RI +R, - KK, Ry) 
Calcoliamo ora le varie grandezze richieste. | 
—.КезїзФепга d'ingresso (tab.II.C. 1). 
Nel circuito di fig.II.C.2 poniamo V, = 0, da = 1. Si ha: 
Баға кв, 


Vediamo inoltre che: 
i ті ; vo 7Kivt Rii = KR; C Kyij- iy + Ri ij 


Quindi risulta: 


Vo ( 4 Кр, 
Res RE К T S od E а 
Стя 1 *K4 R3 2-— 1- K IK; 

ip ii К+ К 


Usualmente il termine dipendente da Кү conta poco; per esempio per il tran- 
sistore AC125 risulta, per Rr 21k: 


8,125 “1072 


—— = 1700- 75,2 У 1625 
107° + 8 +10" 


R,21,7:10?- 


— Resistenza di uscita (tab.II.C. 1). 


Nel circuito di fig.II.C.2 poniamo Ve = 0, VL = 1; si ha: 


io =<. Eg Vp = ye К,(К,іу tig 


vo ls K,KjR, Ry(R;+R7) 
R, =— =R, (| 1+K;,—)] =R, (1+ ——— ]* 7— ————- 
io RQERS-CKQKSR,/ RitRy KiKoR2 


La conduttanza di uscita vale perciò: 
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Nel caso del transistore AC125, per R, = LEQ, risulta: 


-2 
1 8,125:10 
ee ws 1976 p.t 
R 1700 + 1000 


u 


— Guadagno di tensione (tab.II. C. 1). 
Nel circuito di fig.II.C.2 poniamo Mr 0, Уе = 1; si ha: 


Vediamo inoltre che: 
ND cines Ro (Koi, tig) 
Perció risulta: 


v KRR, Ko 


Ag T in 
(Ro +Rp)(R] +R) - КК.) Ку, (G, * Gp) (R; +R) 


M 


V 
в 
Con i valori usuali, dell'ordine di 1 KQ, per R, ed RL» si ha: 


R 


271. 


cela 
Y” RI +R 
g 


Nel caso del transistore AC 125, con R, = RL = 1KO, si ha: 


125 


A: = nn i 


V С (8-10°5+ 10°3)(1625 + 1000) ^ 


Con la formula approssimata si ottiene: 


125-103 
Li ws нн 
y 1700 + 1000 


№ _ 


— Guadagno di corrente (tab.II. C. 1). 


Siamo in condizioni simili a quelle considerate per il guadagno di tensione. 


Precisamente poniamo Ур - 0, Vi = R, I, я = 1. In queste condizioni si ha: 
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Quindi risulta: 


R 
g 


Im 
Esempio ll.C.2 


Determinare nello stadio amplificatore in bassa frequenza, costituito da un 
transistore con base a massa, le resistenze di ingresso e di uscita, i guadagni di ten- 
sione e di corrente, definiti come precisato in tab.Il.C.1. 


K,i 


-- 


Fig.ll.C.3 - Circuito relativo al transistore con base a massa. 


Applichiamo il metodo diretto di analisi su base maglie; a questo scopo tra- 


sformiamo il circuito come mostrato in fig.II. C. 4, eliminando il generatore di corrente. 


кк 


Рід. П.С.4 - Circuito trasformato di quello di fig.II.C.3. 


Le equazioni di equilibrio delle tensioni delle maglie e le relazioni costituti- 


ve dei generatori controllati sono: 
V tKyv = Кір tR Gi tig cL 


Vp tK Ri + Куу = Roig + R G] tip) + Rp i, i- tig 


Eliminando v ed i, si ottiene il sistema risolvente: 
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Е Ку-КуК,-КуК,В, || i 5 M 
R,KQK,RQ*K,R, Ж) +R9+R;-KjRg-K1KgRg+KoRo 


La soluzione vale: 


hPa (а, * R5 +Ri-K1Rg-K1Kg Rpg &KjR V, (Ki R5 Ki KR; - Кр Ур) 


1 
[(R, c Rí-K, K5 R9 Vj f(K,K,R,-RI-K,R2 V ] 


iy- 
^RQRQFR OR -E a KR ERK R YERRI ER; (RER -KIK Ry 
Calcoliamo le varie grandezze richieste. 


— Resistenza d'ingresso (tab.II.C.1). 


Nel circuito di fig.II.C.4 poniamo MI = 0, Vi = 1; si ha: 
1 1 
i o 7 URL + Ra + Ri Ka КК Ка +K; R] po d, = 51102 Ry ER; 


Vediamo inoltre che: 
ізгі 3 w= Y BL l RE US 


Quindi risulta 


% 1 Rp (R, *R -X KR ) RR FR, (В pK ,K,R,+R >K R;+K R) 
а TT ee ш 
hg Ку +К,+Ку-К,Е,КуК,К,+К,К, 


RIR +R (R -K,K ,R2 


RI +R +R K R.K K,R;+K R, 


Tenendo conto che K, >> K, ed R, >> Ry, si ha: 


кё R1 R3 + Rg (R, - Ku Kj R) 


1 


R,(1 + Ko) + RL 


L'influenza di Ri nei casi usuali é molto modesta e quindi: 


Ri : 
Re ; 
tK, ' 


Per esempio nel caso del transistore AC125 con Ri -1K(, si ha: 
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Rj Ro + Ку (R; - KiK5 RJ Ri 
luo K ; Ro = 13,5KQ 
R,(1+K) + Ri 1+K, 

— Resistenza di uscita (tab.II.C.1). 

Nel circuito di fig.II. C. 4 poniamo Vš =0, Vy = li si ha: 

| КуК,+КуК,К,- К; R,*RQCKQKjR, 

| iE XS АРЕ 
Vediamo inoltre che: 

ig = ig Я хо = Vi Reig =l Riig 

Quindi risulta: 

Vo 1 КІ ЭК (Күк ]K9R;* RZK4R5*K5R;*R; (R FRpKjK5R 


ж 
Il 
| 
Il 
| 
' 

ж 
Il 

L 

= 

Il 


z я L 
TE 7 R +R,-K,K,R, 


RIR,tR (R,-K KR ;*R,-KjR,*K „ВШ 


R TR, ККК) 
Tenendo conto che K, >> K, ed R, >> Ry, si ha: 


R IR,+ R R,(1 +K 
Rees 
R,*R;-KQKjR, 


Nel caso del transistore AC125 con R, = 1 КО, si ha: 


R. 948 xQ 


— Guadagno di tensione (tab.II. C. 1). 
Nel circuito di fig.II. C. 4 poniamo T = 1, Vy = 0; si ottengono per ij ed і» 


i valori già visti nel caso della resistenza d'ingresso. Inoltre si ha: 


v =- Riis 


u 


Perciò risulta: 


KjKgRg- Rj- K9R, 


AUR Sp AA m EPIS Ae ын a ES 
L 
КОК +R AR yK K Ro+R yK R3tK R3) +R (R FREKj;K R5) 


V 


Tenendo conto che K, >> K, ed Ro >> Кү, si ha: 
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к KR, 
еен анттанат этерни иннет 
Кук, + К К,(1+К) +R; (R t+Ri-KIK,R2 
Ad esempio nel caso del transistore АС125 con R, =6800 ed Ri, 6,8 K Q, 
si ha: 
1,0625:1019 


A Mrd Mo DE 
V 24257107 £ 1,0717 10? «9,2777: 108 


Con buona approssimazione si ha con i valori usuali di R. ed Ry: 


— Guadagno di corrente (tab.TI. C. 1). 


Nel circuito di fig.II. C. 4 poniamo Va Rol А I, =1, Vg =0. Siamo in condi- 
zioni simili a quelle considerate nel caso della resistenza d'ingresso, salvo che 11 еа 


ij sono moltiplicate per к. Quindi risulta: 


Utilizzando la formula approssimata si vede che: 


Ay 1 


al posto dell'espressione piü accurata: 


W: S === = —— ——ÓÓ— 
I i 
RIR +R Ro +К + (R, +Ri-KiKgRg 


Nel caso del transistore AC125 con R, =680 ed Ri =6,8 КО, si ha: 


€ 
, 


Ap-—— = 0,965 
10 


Esempio ll.C.3 


Determinare nello stadio amplificatore in bassa frequenza, costituito da un 
transistore con collettore a massa, le resistenze di ingresso e di uscita, i guadagni di 


tensione e di corrente, definiti come precisato in tab.ll.C. 1. 
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Per ricavare le grandezze richieste consideriamo il circuito di fig.II.C.5, otte- 
nuto sostituendo al transistore lo schema equivalente di fig.II.C.1 e chiudendo opportu- 
namente i lati di emettitore e base. 


Fig.ll.C.5 - Circuito considerato nell'esempio II.C.3 e relativo al transi- 
store con collettore a massa. 


Applichiamo il metodo diretto di analisi su base maglie; a questo scopo tra- 


sformiamo il circuito in esame come mostrato in fig.II.C.6, eliminando il generatore di 
corrente. 


Le equazioni di equilibrio delle tensioni delle maglie e le relazioni costituti- 
ve dei generatori controllati sono: 


v,-KaRgi-K1v=Ri]+Rzi;tRgli Ei) 
VL- К.К = Ві + Roli +12 
v 7- Ky Ri - Roli; жі) 
ij 
Eliminando v ed i, si ottiene il sistema risolvente: 
fee RES | | | М 
R,+K,R, К+ Rp Б у 


La soluzione vale: 


1 
ari [R +R) V, tK RoRo Vi) 


1 
че. [R *KRj V, +R] tR, £R; FK;R;-KjRs- KiK;Rj Vi] 
A-RPQGQERQERS*K;R,-KjR;-Kj K; R5) + Ro(R i + RJ 


Calcoliamo ora le varie grandezze richieste. 
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— Resistenza d'ingresso (tab.II.C.1). 


Nel circuito di fig.II. C. 6 poniamo VL = 0, Vi = 1; si ha: 


1 1 
11 pun ut ; 19 dex gH. қы 


Fig.11.C.6 - Circuito trasformato di quello di fig.II.C.5. 


Vediamo inoltre che: 
ig 7 і] š Yg V s RE. m ls R A, 


Quindi risulta: 


“1 R,(R,*R,*R; *K;RyK,RzjK;K;R )*RA(R,*R) 
SA зс азат 
0 1 2 L 


Ку (R, *R,*K,R,-Ki R;-KiK, RJ * Rj Rs 


+R 


2 L 


Tenendo conto che K, >> K; ed R, >> Ry si ha: 


Rp Ry(1+Ky) 
В.----- 
S 

R, + Rp 


Nei casi usuali Кр << R, e quindi: 


R; YR (1 + K>) 


Nel caso del transistore AC125 con RL = 1 KS, si ha: 


Rp R,(1 +K) 
R.=—— N = 116,7 КО 


i R; YR (1+Ky)=126 КО 
R3 +R; 


— Resistenza di uscita (tab.II.C.1). 


Nel circuito di fig.II.C.6 poniamo Vi = 0, VL = 1; si ha: 
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1 1 
$5 2 (ККК) ; із = СТЕ КЫНК RE REKK Ro) 


Vediamo inoltre che: 


io = ig ; vo = Vp- Ri ig 
Quindi risulta: 
ERE Rp(R,*R,ERSER;K SK RKK oR +К ДВ +В) 
Ты R.+ R +R,+K,R 757 
2 1* R,3R; KR y Ki Rz ККК, 
R.(R I +R) 


Ri +R, tR,(1+K,-KI-KIK7) 
Tenendo conto che K, ?> K, ed R, >> Ry, siha: 
Ró(, +R} 


В ~ ——ə,r ——ə  -ə.ə>—ə— 
uc 
R +Ro(1 +K) 


Usualmente ë к, << R,(1 +K, per cui: 


R] +R 
8 
R ^ 


u 
1+ Ko 


Nel caso del transistore AC125 con R. = 1K(), si ha: 


R;(R, +R ) R1 +R, 
= 21,410 Roo E 21 УО 


R ; Š 
1+K, 


enne 
к, +R,(1 +K) 
— Guadagno di tensione (tab.IL C. 19: 


Nel circuito di бр. П. C. 6 poniamo Mi = 1, Vy = 0; si ottengono per ij ed i> 


i valori già visti nel caso della determinazione della resistenza d'ingresso. Vediamo 


che si ha: 
Yu NAP 
Perciò risulta: 
к, tK.) 
A V = Rt TESSERE OE II IO 
Rj(Rj+RtRotKoRgKiRygKKoRo + R.(R, + RO 


Tenendo conto che K, >> K, ed Ro 72 Ry, si ha: 


"T R, Rg(1+K9) Aue 1 
Uem IE HO T ATO PIR GR y i 
к к (1+К ) FR(R, +R) ер RIER, 


R, (1 + K) 
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Con i valori usuali di К, ed Кү, si ha: 


V - 
Nel caso del transistore AC125 con Rr =10 K() ed R, = 1 K() si ha: 
1 


= 0,9979 
R; +R 
g 


pae 
R (1+Ko) 


— Guadagno di corrente (tab.II. C. 1). 
Nel circuito di fig.II.C.6 poniamo Ni eR E I, z], Vi =0. Siamo in con- 


dizioni simili a quelle considerate nel caso della resistenza di ingresso, salvo la mol- 


tiplicazione di i, ed із per Re Quindi risulta: 


M АБ" 
R R,*R 

EE eru. Ë 

R (1+K,) 


Con i valori usuali di R, ed Кү, si ha con buona approssimazione: 


П.С.2 - Esempi del secondo gruppo. 


In questo paragrafo riportiamo i risultati ottenuti analizzando va- 
ri circuiti con il programma NODI illustrato nell'appendice II.B.Per ogni 
esempio si riporta lo schema del circuito con i valori dei componenti in 
ohm, volt, ampere (quando non sia esplicitamente indicato un multiplo o 
sottomultiplo di tali unità), le schede di ingressoalcalcolatore, la stam- 
pa di uscita. Е necessario precisare che quando viene riportato nel cir- 
cuito un transistore, s'intende usare lo schema di fig.II.C.7, ottenuto!) da 
quello di fig.II.C.1, utilizzando solo i componenti permessi dal program- 
ma NODI. I valori dei componenti di questo circuito sono, in funzione di 


quelli del circuito di fig.II. C. 1: 1 1 К.К, 
р = К, Bs o RS 

K, K, 

ara Ln 


(1)- La derivazione dello schema di fig.II.C.7 da quello di fig.II.C.1 è immediata con 
le tecniche sviluppate nel Cap. VI. 
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Base Collettore 


Emettitore 


Fig.ll.C.7 - Schema equivalente del transistore, ottenuto da quello mostrato 
in fig.II.C.1 mediante l'utilizzazione Jei soli generatori di corrente control- 
lati in tensione, oltre ai resistori. 


Nel caso particolare del transistore AC125 della Philips Elcona, 
che si supporrà di usare, i valori di questi componenti sono: 


3,10 + 1040 
4124109? p*! 


P 
h, = 3,82, 10°7 0°! һ 


1,7 KQ Pa 


2 


Tali valori verranno utilizzati per ogni transistore indicato negli 
schemi successivi (sia NPN che PNP). 


Esempio ІІ.С.4 


Analizzare con il programma NODI il circuito di fig.11.C.8, comprendente so- 


lo resistori e generatori indipendenti di corrente. 


Fig.I1.C.8 - Circuito considerato nell'esempio II.C.4. 
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— Schede di ingresso. 


12 3 4 5 67 8 910 ПІ 121314 15 1617 18 


5 8 3 0 0 0 
500 D t 0 O 0 1 5 
а ЮЕ 0.0 1 2 
2 50 D 09 0 2 b, 
+ 3 $3 3 D £0 0 0 2 Á 
2 9 O JD 0 0:0 3 5 
r0 OÓ I0 0 1 3 4 
L 00 DIE 0 0 1 4 5 
* 2 50 D 4000 4 2 
s 0-0 0+ 0:04 1 5 
- 200D+001 1 


«600 D $001 3 2 
| MM MEMDINC E RM C D FEE 


— Uscita del programma. 


CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI- 5 

NUMERO RESISTORI- 8 

NUMERO GENERATORI OI CORRENTE= 3 

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 0 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN ТЕМ5.= 0 
NUMERO NULLORI- 0 


RESeNe 1 .500«000 1 5 
RESeN» 2 +333+000 1 2 
RESeN» 3 .250+000 2 5 
ВЕ5М. 4 .535%000 2 u 
RESeNè 5 .200*000 3 5 
RES*N* 6 »100*001 3 u 
RES*N« 7 »100*001 4 5 
ҚЕ5.М. 8 .250%000 4 5 
G.CORR.N. 1 .100+001 1 


G.CORReN. 2 »200*001 1 
G.CORRèeN. 3 +600+001 3 


о G Un 


SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO 
TENSIONI DEI NODI» RISP. AL NODO 5 


TENSIONE М000 1 = .25756*000 
TENSIONE NODO 23 -.55308%000 
TENSIONE NODO 5 = +64791+000 
TENSIONE NODO 4 = -.11252%000 
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Esempio ll.C.5 


Analizzare con il programma NODI il circuito di fig.ll.C.9, comprendente gene- 


ratori indipendenti dei due tipi, resistori, ed un generatore di corrente controllato in 


tensione. 
R; 
Кү = 47 
Ro = R, = 2 [o а ® ^ 
Vz = 2 " 124 
K = 2 k {Ө e. Rav 


@ 


Fig.ll.C.9 - Circuito considerato nell'esempio II.C.5. 


— Schede di ingresso. 


1234567 8 910 11 1213 1415 161718 192021 22 


4 4 1 1 1 0 
« 100.0 D 0.0 1 1 2 
20 0 D + 900 1 1 3 
s 20.0 D 001 2 
I4 QD: «9 0 1 3 4 
e T0 OD 9.0 1 Э 
2 0 0 0-0 0 1 3 
* 2 0 0 D *0 90 1 3 4 4 1 


— Uscita del programma. 


CIRCUITO ASSESNATO:NUMERO NODI= ц 

NUMERO RESISTORI= 4 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 1 

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS.= 1 
NUMERO NULLORI= 0 


RESeN- 1 .100+001 1 2 

ВЕ5.М. 2 »200*001 1 3 

RESeN» 3 .200+001 г u 

RES-N 4 .100%001 5 4 

S.CORR*N. 1 »100*001 3 4 
GENeTENSIONE: Ne 1 .200%001 5 2 
GEN«CONTR.TENS.N: 1 .200+001 3 4 4 1 


(segue) 
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SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO 


TENSIONI DEI NODI» RISP. AL NODO 4 
TENSIONE NODO 1 = -.10667%002 
TENSIONE NODO 2 = -.600004001 
TENSIONE NODO 3 = =.40000+001 


CORRENTI NEI GEN. DI TENSIONE 
CORRENTE GEN. 12 +16657+001 


Esempio ll.C.6 


Analizzare con il programma NODI il circuito di fig.ll.C. 10 comprendente ge- 
neratori indipendenti dei due tipi, resistori, un generatore di corrente controllato in ten- 


sione ed un nullore. 


Rj=1,R,=1,R3=2 

R,-3, R,-4, Rg=3 

к=з Йй =l 1 «1 
g g 


Fig.ll. C. 10 - Circuito considerato nell'esempio II.C.6. 
— Schede di ingresso. 


12 34 5 6 78 91011121514 1516 1718 19:20 2122 


6 6 1 1 1 1 
=< 1g g.D-« Q- 0,1 1 2 
ТМО Ж J: sk. 20270521 2 3 
: 200 0 D + 0 Q 1 3 6 
4:300 D-00411 3 5 
:24 0 0 D + 0-0 I 2 4 
3. O O D t.00 1 4 5 
crop toog I 4 3 
100 D ье р 0 1 1 6 
210 0 D + 0 0 1 4 2 5 6 


STE 
2 6 3 6 


— Uscita del programma. 


Esempi del secondo gruppo 


CIRCUITO ASSESNATO:NUMERO NODI= 6 
RO RESISTORI- 6 

RO GENERATORI OI CORRENTE- 1 

RO GENERATORI OI TENSIONE- 1 
RO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. 
RO NULLORI= 1 


NUME 
NUME 
NUME 
NUME 
NUME 


RES-N- 
425.3 
425.3, 
R=ESeN» 
RESeNe 
А55.М. 
S.CORR.N. 
GEN«TENSI 


GQ fu m 


1 
ONE: 


.100%001 
.100%201 
.200%001 
.300%001 
+400+001 
«300*001 


FNUUNE 
UFUuO LUN 


*100*001 4 3 


No 


SEN*CONTR.TENS.N: 


NULLORE N 


2204 


1 »100*001 1 6 
1 .200+001 4 2 5 


a 6 3 6 


SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO 
TENSIONI OEI 


TENSIONE 
TENSIONE 
TENSIONE 
TENSIONE 
TENSIONE 


CORR 
CORRENTE 


CORR 
CORRENTE 


Esempio ll.C.7 


NO00 
мооо 
мооо 
NODO 
модо 


ЕМТІ 
GEN. 


ENTI 
NOR. 


1 


2 
3 
q 


NODI» RISP. AL NODO 6 
+10000+001 
-.26021-017 
-.11%29%001 
.571%3%000 
-.20000%001 


инини 


"m 


SEN. OI TENSIONE 

= -.10000%001 
NORATORI 
= »42857+000 


IN ТЕЧ5,= 


6 


1 


I. е. 


Determinare il guadagno di tensione ҒАЙ е la resistenza d'ingresso MAT 


per l'amplificatore a due stadi di fig.11.C.11. 


Fig.ll.C. 11 - Amplificato- 
re a due stadi. I valori dei 
componenti sono: 


polarizzazione. Si ha lo schema di fig.II.C.12, in cui risulta: 


12 kQ 
10 kQ 
1200 
5700 


= 3,5 КО 


1 mV 


Sostituiamo ai transistori il circuito equivalente di fig.II.C.7, eliminando le 
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D 


Fig.11.C.12 - Schema equivalente di quello di fig.II.C.11. 


Applichiamo il programma NIDI, ponendo per comodità У = 1; ciò implica che 


le tensioni dei nodi sono espresse in mV e la corrente del generatore in тА. 


— Schede di ingresso. 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11121314 1516 1718 19 20 2122 
Li r л — 
7 9 0 1 4 0 

1.2 0 D 0 DS 1 2 

1:90 D 0.0 5 4 7 

"112 250 I» $-0 0.3 5 7 

15 0 Dc 0-93 3 7 

Ж 990: D's0 0 4 6 7 

"4309 DA 9 Q4 2 3 

3 1-0 D «O0 0.5 B 3 

"dH 4 D c0 0 Á 4 5 

239 do Dou 00 $5 6 5 

> s QU D OD s 01 1 7 
* 558 2 D = 0 0 6 4 3 3 2 
“Taa D > 909. 1 2 3 4 3 
95082 D = 00 6 6 5 5 4 
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- Uscita del programma. 


CIRCUITO ASSESNATO:NUMERO NODI- 7 
NUMERO RESISTORI- 9 
NUMERO GENERATORI OI CORRENTE= 0 


NUMERO G 
NUMERO G 


£NERATORI DI TENSIONE= 1 
ENERATORI DI CORRENTE CONTR, 


NUMERO NULLORI= 0 


RES-N« 1 .120+005 I 2 

RES-N- 2 »100*005 u 7 

А&5,М, 3 »120+003 5 7 

RES*N« 4 .570+003 3 7 

А&5,М, 5 .350%00% 6 7 

8Е5М. 6 170%00% 2 3 

8Е5.М. 7 »310*005 4 3 

RESeN*» 3 170%00% 4 5 

855.М. 9 .310%005 6 5 
5ЕМ»ТЕМ5ІОМЕ Ne 1 +100+001 1 7 
GEN«CONTR.TENS.N: 1 ‚382-006 4 3 3 
GENeCONTRLTENS.N: 2 .735-001 2 3 ü 
GEN«*CONTR.TENS.N: 3 ‚382-006 6 5 5 
GEN*CONTR.TENS.N: 4 „735-001 4 5 6 


SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO 


TENSIONI 
TENSIONE NODO 
TENSIONE NODO 
TENSIONE NOOO 
TENSIONE NOOO 
TENSIONE NODO 
TENSIONE NODO 


CORRENTI 
CORRENTE GEN. 


DEI NODI» RISP. AL NODO 7 
»10000+001 
»80445+000 
.78225«000 

-.7720%%001 

=.68605+001 
»19805+003 


now on d on gn] 


NEI SEN. OI TENSIONE 
1 = -.16298-00% 


Il guadagno di tensione vale: 


M 


u 198,05 А, 
жетісе дв 


V 1 


в 


La resistenza d'ingresso vale: 


Esempio ІІ.С.8 


T 1 


R =— = — V 261,4 0 


Hd, 1,6296* 1075 


IN TENS.- 


NFUN 


4 


Determinare il guadagno di tensione AE V2) Per l'amplificatore diffe- 


renziale controreazionato di fig.ll.C.13. 


Sostituiamo ai transistori il circuito equivalente di fig.II.C.7, eliminando 


polarizzazioni. Si ha lo schema 


di fig.II. C. 14 in cui risulta: 


le 


II. C.2 Esempi del secondo gruppo 185 


= K. = 382719" (r* 


Шы 5 

к=к S KZ ек, = 73551020 
R, = R, = Re = Куз = 1700 Q 
Ro =R; =R =RKys 5311050 
Ve aV š Y ym Dv 
R, =12kQ ; R, = 120 
R, = 4,5 КО j Rio = IZkO 
R,,7100kQ ; Rj,-12kQ 
Rig 212kQ ; R-5sokQ 
Ку; = 150 КО 


Fig.11.C.13 - Circuito considerato nell'esempio П.С.8. I valori dei compo- 
nenti sono: 


Ra = R} = Ris = R. = Ry = 2k Q ; Rg 7 4,5kQ ; Ri =100kQ 


Rig = 50 КО i Ri 


7 150kO ; Val -2mV ; M = 1 mV. 
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Fig.ll.C.14 - Schema equivalente di quello di fig.II.C.13. 


Il. C.2 Esempi del secondo gruppo 


Applichiamo il programma NODI. 


— Schede di ingresso. 


12345678 91011121314 1516 1718 1920 2122 


10 17 0 


A LA 


. 1 70 D+ 0 0 4 


Van rn т ЕЕ == 


2 l'0 D + 09-5 


I2 0 D.t 00 


5 


I 2:0 D + 0 0 5 


=p ыш шыш u= 


«3 1-0 D #00 0-5 


Е = на EE Ed 11 


sl 70 D + O 9 4 


s.d 2 0 Ds 0 


4 


1 


3 


—. БЕШИ ЧЕН 


di EA EEDEIEW REGUM ЭКОСИСТЕ 


«4 50 105460; 0-4 


>. IO D 
1.2 0 D 490 
-. k D 0 D + 00 
L 7.0: D: 0 0 
L 2 O D + 0:90 
ep 2.0 D cb 079 


3 L O D + 020 


9100) DI 380.05 


5 
5 
6 
4 
5 
5 
5 


Poss r — á— À— TE 


* ho $0 D ub9 0.6 


2:0 0 D- 90 0 2 
se L O. 0 DI -002 


у” == ы-і. ы-і... 
s Soe 2 Din 00-6 3 


2 


5722 D = 0 | 


D теста тес тантал ЕЕ e _rrTe= 


- 3 8 2 D - 00 6 


pr Aide EHI H+ 


DD э. D = 0 0 1 


+ 3 8 2 D = D 0 6 


J 3 5 D = 00 


v $8 2 D. x 0 9 46 


1 


2 3 
2 10 
4 10 
4 3 
2 6 
5 3 
6 10 
7 6 
3 1 0 
5 8 
7 8 
8 10 
9 10 
8 9 
7 L0 
3 10 
1 10 
2 1.0 


2 
1 


4 


м 


1 
3 


gro E TP a Tr 


s Z 3 5D. 00 1 


Torto ci nei tecn 


7 


8 


9 
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— Uscita del programma. 


CIRCUITO 


Esempi del secondo gruppo 


ASSESNATO:NUMERO NODI- 10 
NJMERO RESISTORI= 17 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0 
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 2 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. 


NUMERO NULLORI= 
RES*N* 1 4170%00% 
ВЕ5.”” 2 +310+005 
RES*N* 3 +120+005 
RESeNe 4 .120%005 
RESeNe 5 «310*005 
RES=eN* 6 +170+004 
RES=N» 7 „170+00% 
ВЕ5.М. 8 +450+004 
ҢЕ5.М» 9 +310+005 
RES»N»« 10 •120+005 
RESeNe 11 .100+006 
RESeN» 12 •170+004 
АЕЅ.М№. 13 4120%005 
КЕ5»М. 14 +120+005 
RESèeN» 15 .310+005 
RES*N* 16 .500+005 
RESeN® 17 .150+006 
GENeTENSIONE: М. 1 
ЗЕМ» TENSIONE: Ne 2 
GEN*CONTR.TENS.N: 1 
GEN«CONTR.TENS.N: 2 
GEN*«CONTR.TENS.N: 3 
GEN»«CONTR.TENS.N: 4 
GENeCONTR.TENS.N: 5 
GEN«CONTR.TENS.N: 6 
GEN«CONTR.TENS.N: 7 
бЕМ»СОМТВЯ.ТЕМ5.М: 8 


0 " 


ы Ow Oo-U Ui SIGUI F£ N D P 


200-002 

„100-002 
‚382-006 
„735-001 
„382-006 
„735-001 
‚382-006 
«735-001 
«382-0065 
«735-001 


10 
8 


10 
10 

9 
10 
10 


S ON чл + н олке 


SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO 
DEI NODI» RISP. 
-20000-002 
-.29247%000 
.15056-002 
.52192%000 
»10000-002 
-»29026%000 
+28106+001 
.28045%001 
-.30712%001 


TENSIONI 
TENSIONE NODO 
TENSIONE NODO 
TENSIONE NODO 
TENSIONE NODO 
TENSIONE NODO 
TENSIONE NODO 
TENSIONE NODO 
TENSIONE NODO 
TENSIONE NODO 


CORRENTI 
CORRENTE GEN» 
CORRENTE GEN. 


IPO UDUE LIME 
(TTT ron gn od 


AL NODO 


DI TENSIONE 
-.40311-006 
.26572-00u 


H guadagno di tensione vale: 


Esempio ІІ.С.9 


0 O-0 £U0 I O 


10 


IN TENS.- 


DIONLUU G > 


8 


IL C.2 


Determinare il guadagno di tensione e la resistenza d'ingresso dell'amplifica- 


tore a due stadi controreazionato di fig.ll. C. 15. 
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Fig.11.C.15 - Amplificatore а 
due stadi controreazionato.\I 
valori dei componenti sono: 


R;=1,2kS, К, = 18k (Q 
Rg=Rg=Ro = 12 ко 


У siv 
в 


Sostituiamo ai transistori il circuito equivalente di fig.II.C.7, eliminando le 
polarizzazioni. Si ha lo schema di fig.II.C.16 in cui risulta: 


+ 


R, = 1,2 kQ K, = К, = 3.821057 П"! / 
R, = R, = 17000 K, =K,= 7,3511072 Q7! 
R3=R,=3,1.1050 LER 

R, = 18 k Q 

Re = Rg =R; = 12k 


Fig.11.C.16 - Schema equivalente di quello di fig.II.C.15. 
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Applichiamo il programma NODI. 


— Schede d'ingresso. 


1234 5 6 7 8 Ó IO 11 12131415 16 1718 1920 21 22 


6 9 0 1 
A I 1 2 
‘ira pot 8 0 À TE 6 
: 330 D 00 5 3 6 
* 180 D + 0 0; 5 2 4 
‚Л 400 D а 0 09.4 4 3 
«di 2 O D t0 0 5 3 6 
* 3-1 0D 00 9 5 4 

12 DD 4.0 0-5 5 6 

1.200 D 0.025 4 6 

І 005409071 1 6 
- 382-0006 3 6 

2-9 ра 91 2 6 
“728 2 D -U0 6 2 4 

7 3 5 D - 00 1 3 4 

— Uscita del programma. 
CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= 6 

NUMERO RESISTORI= 9 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0 


NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 


NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS.= 


NUMERO NULLORI= 0 


RESeN» 1 »120+004 L 2 
RESeN» 2 .170%00% 2 6 
RESeNo 3 +310+005 3 5 
RESeN*» 4 180%005 г 4 
RES-N 5 +170+004 4 3 
RESeN» 6 .120+005 3 6 
RESeN» 7 +310+005 5 4 
RESeNe В .120%005 5 6 
АЕ5.М. 9 .120%005 4 5 
GEN TENSIONE: Ne 1 »100*001 
GEN«CONTR.TENS.N: 1 »382-006 
GEN*CONTR.TENS.N: 2 «735-001 
GEN«CONTR,TENS.N: 3 „382-006 
GEN«CONTR.TENS.N: 4 „735-001 


1 


£400 


-лғао 


£ ног 


4 


(segue) 


I. C.2 
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SOLUZIONE OEL CIRCUITO ASSEGNATO 
TENSIONI DEI NODI» RISP. AL NODO 6 


TENSIONE NODO іс »10000+001 
TENSIONE NODO 2 = .23077-001 
TENSIONE NODO 3 š -,14331+002) 
TENSIONE NODO 4 = —»14288+002 
TENSIONE N0D0 5 = .23352%002 


CORRENTI NEI SEN» DI TENSIONE 
CORRENTE GEN. іс -.81410-003 


I guadagni di tensione corrispondenti alle due üscite valgono: 


M v Mi N 
Ay=— © 23,25 in ИД A, s 29 
V V ғ V V 7 d V d 

B E E 
La resistenza d'ingresso vale: 
V 
g 1 
pre хс i O s 42087) 


Esempio II.C.10 SIRÉTORE Q DO N 


Verificare per due valori della resistenza di carico (10 КО e 100 ЕО) che la 
resistenza di ingresso del giratore di Riordan, mostrato in fig.ll.C. 17, soddisfa la for- 


mula: 
RRR 


177274 


і 
К.К, 


Ingresso 


2 


(C 

/ 
Fig.11.C.17 - Giratore di Riordan. I valori dei componenti sono: R i=R,= 
sR,-R,-IDKU. 


Sostituiamo agli amplificatori operazionali gli schemi equivalenti approssima- 
tP costituiti dai nullori ed a questi le coppie nullatore-noratore. Si ha lo schema equi- 
valente approssimato di fig.II.C.18, in сш К, assume i valori 10 kN e 10050. Oc- 


corre perciò applicare due volte il programma NODI. 
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Fig.11.C.18 - Circuito equivalente al giratore di Riordan in presenza del- 


l'eccitazione e del carico; Va = 


Si riportano di seguito le schede di ingresso e le uscite del programma nei due 
casi К; = 10k Ое R; = 100 КО. Per quanto riguarda le schede di ingresso i due ca- 


si differiscono solo per una scheda. 


— Schede di ingresso. 


Rs = 10kS 


I 23 4 5:67 8 9 101112 151415 1617 1819 


PST KMS а EE 
6 5 0 1 0 2 


“10004004 1 2 


re rr II 


>. 10 0 D: 90 4 3 4 
« 10 0 D+ 004 4 5 
+: 10 0-D + 00 4 5 6 
* 190 D ғ 0 0.5 2 3 


š 1 6 


* 109 D-20 9 1 


R, = 100 k(2 


L 2 345 6 78 9 1011121314 15 T6 17 18 
s 10 0 D-FO0 0.6 2 3 


II.C.2 


— Uscita del programma. 


Esempi del secondo gruppo 


К, = 10 kQ 


CIRCUITO ASSEGNATO:NJMERO NODI= 6 


NUM 
NUM 
NUM 
NUM 
NUM 


RES*N* 
RES*N* 
ВЕ5.М. 
RESeN» 
RES*N* 
GEN. TENS 
NULLORE 
NULLORE 


ERO R 


ESISTORI= 5 


ERO GENERATORI OI CORRENTE= 0 


ERO G 
ERO G 
ERO N 


Q +u ое 


IONE: 
N: 1 
N: 2 


ENERATORI DI TENSIONE= 1 
ENERATORI DI CORRENTE CONTR. 
ULLORI= 2 


+100+004 1 
+100+094 3 
+100+004 4 
.100%00% 5 
.100+005) 2 
Ne 1 +100+001 1 6 

ж А € 6 

S kk * 5 


SOLUZIONE DEL CIRCUITO ASSEGNATO 
TENSIONI OEI NODI» RISP. AL NODO 6 


TENSIONE 
TENSIONE 
TENSIONE 
TENSIONE 
TENSIONE 


cor 
CORRENTE 


сов 


CORRENTE 
CORRENTE 


N900 
NODO 
NODO 
N9900 
NODO 


RENTI 
GEN. 


RENTI 
NOR. 
NOR. 


1 = .10000+001 

г = =.90000+001 

32 -10000%001 

42 .20000%001 

5 = .10000+001 
NEI GEN. DI TENSIONE 

1 = -.10000-001 
NEI NORATORI 

1 = +11000-001 

г = -.20000-002 

IR; = 100k Q 


CIRCUITO ASSZ3NATO:NUMERO NODI= 6 


NJMERO 
NUMERI 
NUMERO 


NUM 
NUM 


RESeNe 
RES«N« 
RES«N« 
RES*N« 
RES*N« 
GENeTENS 
NULLORE 
NULLORE 


ERO 
ERO 


= G N н 


5 

IONE: 
N: 1 
Nî 2 


RESISTORI- 5 

GENERATORI DI CORRENTE- 0 
GENERATORI OI TENSIONE- 1 
GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS»- 
NULLORI= 2 


+100+004 1 
+100+004 3 
.100+004 4 
100%00% 5 
100%006 2 
No 1 D 
2 ox (Ж 
2 1% 


SOLUZIONE OEL CIRCUITO ASSEGNATO 
TENSIONI DEI NODI» RISP. AL NODO 6 


TENSIONE 
TENSIONE 
TENSIONE 
TENSIONE 
TENSIONE 


COR 
CORRENTE 


NODO 
NODO 
NODO 
NODO 
NO00 


RENTI 
GEN» 


CORRENTI 


CORRENTE 
CORRENTE 


NOR. 
NOR. 


1 = »10000*001 

г = -.99000%002 

3 = +10000+001 

4 = .20000+001 

5 = -10000%001 
NEI SEN. OI TENSIONE 

1 = -.10000%000 
NEI NORATORI 

1 = 10100%000 

2 = -.20000-002 
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IN TENS.- 


0 
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П valore della resistenza d'ingresso nei due casi è: 


tensione impressa del generatore di tensione 
R. = 


1 B H . . 
corrente del generatore di tensione cambiata di segno 


= 10 k Q R, = 100 k Q 


Rs 
R, = 1000 R, = 100 


APPENDICE П.р - Bibliografia. 


I metodi di analisi descritti nel presente capitolo costituiscono 
la base dell'analisi dei circuiti lineari, permanenti a costanti concentra- 
te. Con maggiore o minore dettaglio essi sono trattati in innumerevoli te- 
sti, disponibili nella letteratura tecnica e facilmente reperibili. Per que- 
sta ragione limiteremo di seguito le citazioni bibliografiche solo a quei 
metodi non considerati per il loro carattere specialistico oppure trattati 
ad un livello introduttivo, come é stato fatto per i metodi basati sull'uso 
del calcolatore. 


Metodi topologici. 


La base dei metodi topologici sono la terza e quarta legge di 
Kirchhoff. Le nozioni fondamentali a questo riguardo sono reperibili in: 


– L. Weinberg, «Network analysis and synthesis», Мс Graw-Hill, 1962, 
Cap. IV. 


Una trattazione esauriente nel caso dei circuiti reciproci e поп- 

- reciproci è disponibile in: 

– W.S.Percival, «The solution of passive electrical networks by means 
of mathematical trees », J. Inst. Elec. Engrs, Vol. 100, Parte III, mag- 
gio 1953, p. 143. 

- S.J. Mason, < Topological analysis of linear non-reciprocal networks », 
Proc. IRE, Vol. 45, giugno 1957, p. 829. 


- A. Talbot, « Topological analysis of general linear networks», IEEE 
Trans. Circuit Theory, Vol. CT- 12, giugno 1965, p. 170. 
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Metodi basati sull'uso del calcolatore. 


L'utilizzazione del calcolatore nell'analisi dei circuiti è l'ogget- 
to specifico dei seguenti testi, scelti tra i molti riguardanti questa ma- 
teria. In essi vengono trattati quindi anche gli argomenti considerati nel 
presente capitolo. I testi sono citati in ordine di difficoltà crescente: 


- J.Staudhammer, «Circuit analysis by digital computer», Prentice-Hall, 
1975. 


- L.P. Huelsman, «Basic circuit theory with digital computations », Pren- 
tice-Hall, 1972. 


- S. W. Director, «Circuit theory: a computational approach», J. Wiley, 
1975. 


- L.O. Chua e Pen-Min Lin, « Computer-aided analysis of electronic cir- 
cuits», Prentice-Hall, 1975. 


L'utilizzazione del calcolatore è assolutamente necessaria quan- 
do i circuiti sono di grandi dimensioni. In questo caso però diviene in- 
dispensabile l'osservazione che le matrici dei coefficienti dei sistemi 
di equazioni a cui si perviene con i metodi di analisi sono sparse, cioè 
hanno uguali a zero la maggior parte dei loro termini. Ciò è conseguenza 
del fatto che i vari nodi di un circuito sono usualmente collegati solo a 
pochi nodi posti nelle vicinanze. La soluzione del problema dell'analisi 
nel caso dei circuiti di grandi dimensioni è affrontabile solo con algo- 
ritmi particolari, che sfruttano le proprietà delle matrici «sparse ». Si ci- 
tano di seguito alcuni testi ed articoli significativi al riguardo: 


- D. J. Rose е R.A. Willoughby, «Sparse matrices and their applications >, 
New York: Plenum 1972. 

- R.D. Berry, «Ап optimal ordering of electronic circuit equations for a 
sparse matrix solution», IEEE Trans. Circuit Theory, Vol.CT-18, gen- 
naio 1971, p. 40. 

- H. Y.Hsieh e M.S. Ghausi, «A probabilistic approach to optimal pivo- 
ting and prediction of fill-in for random sparse matrices », IEEE Trans. 
Circuit Theory, Vol. CT-19, luglio 1972, p. 329. 

- G.D. Hatchel, R.K. Brayton e F.G. Gustavson, « The sparse tableau ap- 
proach to network analysis and design», IEEE Trans. Circuit Theory, 
Vol. CT-18, gennaio 1971, p. 101. 


Metodi iterativi. 


La soluzione di un sistema di equazioni lineari mediante i pro- 
cedimenti iterativi é molto interessante dal punto di vista della sempli- 
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cità degli schemi di calcolo a cui si perviene. Tali procedimenti posso- 
no essere facilmente associati ai metodi di analisi di un circuito. 

I fondamenti dei procedimenti iterativi classici possono essere 
trovati in: 


- V.N. Faddeeva, « Computational methods of linearalgebra», Dover Pub. 


1959. 
Una trattazione approfondita con molte applicazioni è reperibile 
in: 
- D.H. Young, «Iterative solution of large linear systems», Academic 
Press, 1971 
Alcune notizie relative all'applicazione specifica di tali metodi 
all'analisi dei circuiti sono disponibili in: 
- G. Martinelli e M. Salerno, «Metodo iterativo convergente per l'analisi 


di reti lineari », N.R.N., Vol. 20, maggio 1971, p. 478. 


Infine si citano due altre vie possibili seguite nell'analisi dei 
circuiti, basate rispettivamente sull'applicazione del calcolo tensoriale 
e dei metodi matematici di ottimizzazione. Per la prima via si rimanda 
al testo fondamentale: 


- G. Kron, « Tensor analysis of networks», J. Wiley, 1939. 
Per la seconda via, alcuni risultati sono disponibili in: 


- G. Martinelli, F. Riciniello e M. Salerno, «Possibilità d'impiego dei me- 
todi di ottimizzazione nell'analisi delle reti elettriche», Alta Freq., 
Vol. 42, dic. 1973, p. 674. 


CAPITOLO Ill 


ANALISI DEI CIRCUITI CON MEMORIA 


НЕ - La presenza della variabile tempo nell'analisi dei circuiti 
lineari e permanenti. 


Nel capitolo secondo è stato affrontato il problema dell'analisi 
dei circuiti elettrici costituiti da componenti senza memoria, cioè da 
quei componenti nella cui relazione costitutiva non intervengono lega- 
mi integro-differenziali. In tal caso è stato visto che il valore assunto 
da ciascuna grandezza elettrica (tensione o corrente) non dipende dai 
valori assunti in istanti precedenti dalla stessa o da altre grandezze e- 
lettriche del circuito. Come conseguenza d di tale fatto accade che, dato 
un circuito lineare senza memoria, contenente una sola grandezza impres- 
sa il cui andamento nel tempo è descritto dalla funzione f(t); tutte le al- 
tre grandezze elettriche avranno un andamento nel tempo del tipo A f(t), 
in cui A è una costante reale che può essere determinata analizzando 
il circuito ed il cui valore non cambia, qualunque sia l'andamento della 

| funzione di eccitazione f(t).\Iilustriamo l'affermazione precedente con 
‘un esempio. | 


Esempio [1.1.1 


Analizzare il circuito di #ї9.111.1.1 nell'ipotesi che la tensione impressa del 


generatore abbia l'andamento di fig.111.1.2. 


Applichiamo il primo procedimento di analisi su base maglie. Riferendoci al 
grafo di fig.1II.1.3, si ha: 


чү tv, tv, = 0 


-v + ыл "b Vi 


Ш 
© 


I 
< 
' 
< 
' 
4 
Il 
° 
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"e SAN 
2 vy 
g 
R 
1 R, 
10 20 t 
Fig.lil.1.1 - Circuito considerato nell'esem- Fig.lll.1.2 - Andamento nel tempo 
pio Ш.1.1. I valori dei componenti sono: della tensione impressa del gene- 
Ri = R,- 2,. К = R, = К, =1(\4). ratore del circuito di figura IIL. 1.1 


(V,S). 


dove tutte le grandezze v; sono funzioni 


del tempo‘! ). 6 


Esprimendo quindi le tensioni dei 
rami del circuito in funzione delle cor- 


renti di maglia, si ottiene: 


vy = R, inl к 
vy Rella ag) 5 


3 1 m2 
v, -R,(i ,-i ,) 

x E э Я T Fig.111.1.3 - Grafo del circuito di 
жыт R; in2 fig.III.1.1. 
ve = v UO 


Sostituendo le espressioni precedenti nelle eauazioni di equilibrio ed assegnan- 


do i valori numerici alle resistenze, si ricava il sistema risolvente su base maglie: 


Álar^ m2 !m3 =.0 
- тал gt Zi 350 
= 112212214 - v OO 


(1) - Salvo avviso contrario, nel presente capitolo tutte le grandezze funzioni del tempo 
verranno indicate con le lettere minuscole. 
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La soluzione di questo sistema non presenta difficoltà e si ottiene: 


3 
= — v (t) ; i == v (t); amm = --- v (t) 
7 [4 т2 7 Е m3 2 g 


Pertanto considerando una qualsiasi tensione o corrente del circuito, essa avr? 
lo stesso andamento nel tempo della tensione v (t), a meno di una costante moltiplica- 


tiva. Ad esempio la tensione ai capi del resistore R, vale: 


1 


(0 = К, (i Jem reci CE) (У) 
Z £ 


ті” !m2 


Уаз 


il cui andamento è indicato іп fig.III. 1.4. 


Le considerazioni precedenti mostrano che per i circuiti senza 
memoria il problema dell'analisi in presenza di un'eccitazione, avente 
andamento qualsiasi in funzione del tempo, è equi valente al problema del- 
l'analisi in presenza di eccitazioni costanti. Un risultato analogo vale 
quando sono presenti più eccitazioni variabili nel tempo. Infatti, in base 
al principio di sovrapposizione degli effetti, che vale peril circuito con- 


Ғіа.111.1.4- Andamento della 
tensione ai capi del resisto- 
re R, (V, S). 


siderato in quanto per ipotesi è lineare, qualsiasi grandezza elettrica è 
la somma degli effetti delle singole eccitazioni considerate come se a- 
gissero da sole e non contemporaneamente. Perciò, se le eccitazioni pre- 
senti sono e(t), i=1,...N, la generica grandezza elettrica u(t) avrà una 
қарал 


(Ш.1.1) u(t) — 


rm 


e,(0 


i 


dove le costanti A, possono essere determinate come fatto nell'esempio 
Ш.1.1, supponendo presente un'eccitazione alla volta. 
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La presenza della variabile tempo modifica sostanzialmente il 
problema dell'analisi dei circuiti quando siano presenti componenti con 
memoria, cioè componenti che presentino nelle loro relazioni costituti- 
ve operazioni di derivazione ed integrazione rispetto al tempo: Tali com- 
ponenti sono il condensatore ideale, l'induttore ideale e gli induttori mu- 
tuamente accoppiati, già definiti nei $1.6.2 1.6.3 ed 1.8.1 e le cui rela- 
zioni costitutive si riportano per comodità in Tab.III.1.1. 


TABELLA 11.1.1 - Componenti con memoria 1). 


Componente Simbolo Relazioni costitutive 
a dv 


lit) = c — 


1 t 
v(t) = / 1(т)ат + v(0) 
Cdo 


=. = 


ESSA dt 

1 t 
= f (т) ат + i(0) 

Lyo 


Condensatore 


Induttori 
mutuamente 
accoppiati 


di, di 
у2(9 -M pg + L, 


La presenza di operazioni di derivazione rispetto al tempo fa sí 
che le grandezze elettriche dipendano non solo dai valori attuali delle 
eccitazioni ma anche dalla loro rapidità di variazione nel tempo. Analo- 


(1) - Nella tabella si riporta solo l'elemento costituito da due induttori accoppiati. 
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gamente le operazioni di integrazione estendono tale dipendenza anche 
a tutti gli istanti precedenti a quello attuale! É quindi evidente che se 
in un circuito con memoria è presente una funzione di.eccitazione f(t), 
qualunque altra grandezza del circuito avrà un andamento nel tempo che, 
salvo casi molto particolari, è del tutto differente rispetto. a f(t). Viene 
perciò a cadere la semplice proprietà, valida per i circuiti senza memo- 
ria, che ogni grandezza elettrica del circuito è proporzionale ad f(t). 

Quanto detto in precedenza si può esprimere analiticamente, af- 
fermando che, mentre per un circuito senza memoria il sistema risolutivo 
è di tipo algebrico, nel caso dei circuiti con memoria il sistema risoluti- 
vo è di tipo integro- «differenziale! L'analisi di un circuito con memoria 
richiede quindi T esecuzione dei due seguenti passi: 


a) individuazione del sistema integro- -differenziale risolvente; 


PINE 
b) risoluzione del sistema integro-differenziale. 


Esaminiamo separatamente i due punti precedenti. 


Punto a: individuazione del sistema integro-differenziale risolvente. 


Il sistema risolvente nel caso presente può essere individuato 
impiegando i metodi visti nel capitolo secondo con semplici modifiche. : 
Ricordiamo che tutti i suddetti metodi comprendono le due seguenti fasi: 


1) scelta delle grandezze elettriche incognite e scrittura delle equazio- 
ni di equilibrio in base alla prima od alla seconda legge di Kirchhoff, ap- 
plicate ad opportune linee chiuse; 


2) esplicitazione delle grandezze elettriche note ed incognite nelle e- 
quazioni di equilibrio precedenti, utilizzando le relazioni costitutive dei 


j componenti | 


La prima fase può essere applicata senza modifiche nel caso 
presente, in quanto basata sulle leggi di Kirchhoff che sonoindipenden- 
ti dalla natura dei componenti. La seconda fase va opportunamente mo- 
dificata per tenere conto del carattere integro-di fferenziale delle relazio- 
ni costitutive dei componenti. Tale modifica risulta del tutto intuitiva, 
come è chiaramente messo in evidenza dal seguente esempio. 


Esempio 111.1.2. 


Determinare il sistema risolvente del circuito di fig.111.1.5, dove la tensione im- 


pressa dal generatore ha l'andamento di fig.lIf.1.6. 
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Fig.1II.1.5- Circuito considerato 
nell'esempio III.1.2. I valori dei 
componenti sono: Ку=2, Rs = 1, 


Lə=.1, C471, С,=2 (Q, Н, Б). 


Applichiamo il primo procedimento di analisi su base maglie. 


grafo di fig.III.1.7, si ha: 


VQ * v9 * v4 = 0 
- + = 
Y3 V, t vs 0 
ig? Ma 75 -0 


Riferendoci 


111.1 


al 


ove tutte le tensioni indicate devono essere considerate funzioni del tempo. Si può no- 


tare che fino a questo punto il procedimento è identico a cuello seguito nell'esempio 


III.1.1, relativo ad un circuito senza memoria, avente lo stesso grafo del circuito oui 


considerato. 


Esprimiamo ora le tensioni dei rami del circuito in funzione delle correnti di 


maglia; si ha: 


Мт К, ini 
d ri $^ 
му da de [ii i ing) 
1 t 
v3 = i [i 169) - img 00] ar + у, 300) 
3" 0 
1 t 
v, = -/ lia (Ming (MI dr + У, (0) 
4*0 
vg 7 R; 1-5 E vs v (9 


Fig.lil.1.6 - Andamento 
tensione impressa dal 


circuito di fig.III.1.5 (V, S). 


nel tempo della 
generatore del 
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Fig.lll.1.7 - Grafo del circuito di 
fig.IlI.1.5. 


Sostituendo le equazioni precedenti nelle equazioni di equilibrio ed i valori nu- 


merici ai componenti, si ottiene il sistema risolvente su base maglie: 


t 
Zin T Ma in3) Ji [i 0? T i207) ar T v.a 0) È 
0 
t 1 t 
| [i (0) =i atri dr - v. (0) к= [i y) 18672247 tv (0) t i 70 
0 0 


A [i š ] се A 
zs i20? і 307) ат = v. 40) = pr CG nl - i n3) = v 


In tale sistema sono incognite le funzioni del tempo i mentre 


i ed i 
ml' m2 m3' 
sono note le quantità v. 300) е v. 400), che rappresentano i valori delle tensioni аі ca- 


pi dei conden satori all'istante t 20 


Punto b: risoluzione del sistema integro-differenziale. 

Il sistema integro-differenziale a cui si giunge nell'analisi dei 
circuiti lineari permanenti a costanti concentrate, che stiamo conside- 
rando, gode delle seguenti proprietà: 


1) l'unica variabile presente è il tempo e quindi tutte le derivate pre- 
senti sono derivate totali. Ciò è conseguenza dell'ipotesi «costanti con- 
centrate», che permette di escludere dalla trattazione del circuito ogni 
variabile ‘spaziale ed ogni dimensione; 


2) il sistema è lineare, nel senso che le funzioni incognite compaiono 
sempre alla prima potenza ed i coefficienti non dipendono da tali inco- 
gnite. Ciò è conseguenza del carattere lineare del circuito; 
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3) i coefficienti delle equazioni che compongono il sistema sono indi- 
pendenti dal tempo; quindi essi sono costanti e reali. Ciò è conseguen-|; 


za del carattere permanente (o tempo-invariante) del circuito. 


La complessità del sistema risol vente. dipende da due fattori: 1) 
il numero delle funzioni incognite e quindi delle equazioni disponibili. 
Tale numero è legato alla complessità topologica del circuito, сібе al 
numero dei rami dell'albero e del co-albero; 2) l'ordine del sistema dif- 
ferenziale, definito come la somma degli ordini di deri vazione rispetto 


(deri vando le equazioni che le contengono) e tuttele relazioni istantanee 
che sussistono fra le incognite (effettuando le opportune sostituzioni). 
L'importanza di questo fattore é conseguenza delle seguenti proprietà, 
iper la cui dimostrazione si rimanda alla teoria dei sistemi differenziali 


ordinari: | 


га) la soluzione di un sistema differenziale di ordine n può essere гісоп- 
dotta alla risoluzione di una singola equazione differenziale dello stes- 
so ordine; 


| b) la soluzione di un sistema differenziale di ordine n (integrale gene- 


| rale}dipende da n costanti arbitrarie. 


` 


E importante mettere in evidenza che 1" ‘ordine del sistema diffe- 
renziale risolvente non è mai superiore al numero degli elementi con me- 
moria presenti nel circuito. Infatti il sistema risolvente può essere sem- 
pre scritto come un insieme di equazioni algebriche (relative alle leggi 
di Kirchhoff ed ai componenti senza memoria) più n equazioni differen- 
ziali del primo ordine, relative ciascuna ad un singolo componente con 
memoria. ‘L'ordine è inferiore ad n solo se il circuito presenta una con- 
figurazione particolare dei componenti con memoria, come discusso in 
dettaglio nel capitolo nono, a cui si rimanda. 

equazioni differenziali ordinari si rimanda ai testi di analisi matematica. 
Nel seguito del presente paragrafo tale problema verrà trattato con rife- 
rimento-ad alcuni esempi tipici di particolare importanza e semplicità. 


ill. 1.1 - Esempi del primo ordine. 


Il caso più semplice da trattare è quello in cui il sistema risol- 
vente è costituito da un'unica equazione del primo ordine. Tale situazio- 
ne si ha ad esempio per un circuito composto da un resistore, un com- 
densatore ed un generatore di tensione. Tratteremo in dettaglio questo 
tipo di circuito, iniziando dal caso in cui il generatore di tensione è di- 
satti vato! ), 


(1)- E importante notare che nei circuiti con memoria ha senso considerare ancheil ca- 
(segue) 
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Esempio ill.1.3. 


Effettuare l'analisi del circuito di fig.lll.1.8 supponendo che l'interruttore si 


chiuda all'istante t=0 ed il condensatore sia carico ad una certa tensione v, (0). 


t-0 


+ 


Fig.IIl.1.8- Circuito considerato nel- v.(0) 
l'esempio III.1.3. 2 


Il comportamento elettrico del circuito considerato può essere facilmente previ- 
sto analizzando il problema dal punto di vista fisico. All'atto della chiusura dell'inter- 
ruttore, la tensione v. (O) presente ai capi del condensatore provoca un passaggio di 
corrente attraverso il resistore; tale corrente a sua volta provoca una diminuzione del- 
la carica del condensatore e quindi della sua tensione. Perció, al passare del tempo, la 
carica del condensatore tenderà a zero, cosi come la tensione ai suoi capi ela corren- 
te nel circuito. Il fenomeno si esaurisce in un tempo infinito quando tuttal'energia ini- 
zialmente immagazzinata nel condensatore è stata dissipata nel resistore. 

Effettuiamo ora l'analisi del circuito operarido con il metodo delle equazioni 


differenziali. Il circuito si compone di una sola maglia, per cui si ottiene la seguente 
equazione di equilibrio delle tensioni: 


(П1.1.2) = v OO + vg(O = 0 


Le relazioni costitutive dei componenti sono: 


1 t 
(III. 1.3) vg(O = Ri(t) ; v (OO == x 1(т) dr + у.(0) 


0 


in cui il segno negativo nella (1.1.3) è dovuto al fatto che la corrente i(t) esce dal 


morsetto positivo del condensatore. Sostituendo le relazioni costitutive nell'equazione 
di equilibrio, si ha: 


(III. 1.4) — i(T)dr + v_(0) + Ri(0)= 0 
so in cui sono assenti le eccitazioni, a differenza dei circuiti senza memoria, in cui 


кке situazione corrisponde alla soluzione banale di avere tuttele grandezze elet- 
triche nulle. 
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L'equazione precedente, а causa della presenza dell'interruttore, descrive il 
circuito in esame solo per gli istanti t 2.0 а). 
Derivando la (III. 1.4) rispetto al tempo e ricordando che la quantità v (0) è una 
costante, si ottiene la seguente equazione differenziale: 
di 


(III. 1.5) RC — +.i=0 t» 0 
dt 


Osserviamo che la (III.1.5) è lineare, a coefficienti costanti, del primo ordine 
ed omogenea, non essendo presente nel circuito alcuna eccitazione. Per risolvere la 
(III. 1.5) occorre determinare l'integrale generale, che è del tipo seguente: 


I 


(Ш 1.6) (© = A е GU sp 


h 
ove la quantità A è una costante arbitraria dipendente dalle condizioni iniziali ed a si 


determina risolvendo la seguente equazione caratteristica associata all'equazione 
(ш.1,5) 2), 


(Ш.1.7) RCa+1=0 
Si ottiene: 


(III. 1.8) QE m 


Per quanto riguarda la quantità A, occorre ricordare che per t=0, essendo il 


condensatore carico alla tensione v. (O), la corrente risulta pari a: 


у 00) 


(1.1.9) 100) = 


Confrontando la (III.1.9) con la (Ш.1.6) si ha: 


v (CO 
(III. 1.10) i(0) = А = 


(1)- Per t < 0, essendo aperto l'interruttore si ha ovviamente i(t) = 0. 
(2) - L'equazione caratteristica si ottiene sostituendo l'integrale generale (III. 1.6) nel- 
l'equazione omogenea (III.1.5), cioe: 


at 
e 


RC aA e + A = 0 


ed osservando che tale relazione deve essere valida per ogni t. 
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Quindi la soluzione dell'equazione differenziale (III. 1.5) diviene: 


v. (0) 
(II. 1.11) Ко) = —— «ВС r> 0 
R 


Dalla (11.1.11) appare chiaramente che la corrente di scarica di un conden sato- 


re attraverso un resistore R ha un andamento esponenziale (fig.III1.1.9). Un andamento 


simile (fig.III.1.10) ha la tensione ai capi del condensatore, data da: 


(III. 1.12) vu (OP = R ilt) = v_(0) er ЕС £ > 0 


Fig.Ill.1.9- Andamento della corrente nel circuito di fig.III. 1.8. Il segmento 
BD è uguale alla costante di tempo del circuito e CB è tangente in C alla 
curva. 


Osservazione lll.1.1. 


La cuantità RC che compare nelle espressioni (III. 1.11) е (1II.1.12) ha le di- 
mensioni di un tempo; essa è chiamata la «costante di tempo» del circuito e viene co- 


munemente indicata con la lettera r. 


v COO 
v. (0) 


Fig.Ill.1.10- Andamento della tensione ai capi del condensatore del circuito 
di fig.III.1.8. 
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Dalla (III. 1.12) vediamo che: 


1 
(III. 1.13) v (т) = у (0) — 
c c e 


quindi la costante di tempo rappresenta l'intervallo di tempo necessario per ridurre la 
tensione ad 1/c del suo valore iniziale. Il valore della costante di tempo è facilmente 
deducibile per via grafica, disegnando la retta tangente in un punto qualsiasi alla curva 
della corrente o della tensione e poi considerando il segmento intercettato sull'asse del- 


le ascisse, come mostrato in fig.III.1.9. 


Esempio Ill.1.4. 


Effettuare l'analisi del circuito di fig.111.1.11, supponendo che l'interruttore si 


chiuda all'istante t=0 e che il condensatore sia scarico. 


Fig.Ill.1.11- Circuito considerato 
nell'esempio III. 1.4. 


Il comportamento del circuito di fig.III.1.11 può essere facilmente analizzato 
da un punto di vista fisico. All'istante iniziale, essendo il condensatore scarico, la 
corrente che scorre nel circuito è pari ad E/R. Tale corrente provoca la carica del 
condensatore e conseguentemente dà luogo ad una tensione Y. che si oppone alla ten- 
sione del generatore. Pertanto la corrente diminuisce con il passare del tempo, tenden- 
do a zero. Dopo un tempo infinito non scorre piü corrente e la tensione del condensato- 


re risulta pari ad E. 
Effettuiamo ora l'analisi del circuito operando con il metodo delle equazioni 


differenziali. Il circuito si compone di una sola maglia, per cui si ottiene la seguente 


equazione di eauilibrio delle tensioni: 


(III. 1,14) v (0 = vg(O * v (CO 


avendo indicato con v (CO la tensione del generatore. 
Sostituendo nella (III.1.14) le relazioni costitutive dei componenti, si ottiene 
la seguente equazione differenziale lineare, del primo ordine, con coefficienti costan- 


ti: 


+ 
< 
I 
m 
= 
Iv 
e 


(III. 1.15) 4 RC 
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L'equazione (III.1.15) поп è omogenea, per la presenza a secondo membro della 
tensione di eccitazione, che nel caso presente è supposta costante nel tempo. Determi- 
niamo l'integrale generale dell'equazione (III.1.15), che verrà poi particolarizzato im- 


ponendo la seguente condizione iniziale: 


(III. 1. 16) v. (0) -0 


L'integrale generale dell'equazione (III. 1.15) si può determinare con il seguen- 
te procedimento, valido per ogni equazione differenziale lineare ordinaria non omoge- 


nea: 


a) si considera l'integrale generale vg(t) dell'equazione omogenea associa- 


ta, ottenuta dall'equazione data ponendo a zero l'eccitazione; 


b) si somma a v (0 un integrale particolare MAD) che soddisfi l'ecuazione data. 
Nel nostro caso l'equazione omogenea associata ha l'espressione seguente: 


dv 
c 


(III. 1.17) RC 


L'integrale generale vo (t) della (III.1.17) è il seguente: 


(III. 1.18) vg(0 = A ph 


Occorre ora determinare un integrale particolare dell'equazione (III.1.15). Tale 
determinazione risulta in generale più o meno complicata a seconda della forma della 
funzione di eccitazione‘). Essendo nel nostro caso costante, si vede facilmente che 


la funzione: 


(III. 1. 19) АС = Е 


soddisfa l'equazione data e costituisce quindi l'integrale particolare cercato. 


In conclusione l'integrale generale dell'equazione (III. 1. 15) è: 


(III. 1.20) v (OO = vo) + v, (9 =; QURC £ E 


(1) - Un metodo che puó essere seguito in ogni caso ë quello del nucleo  risolvente, 
per il quale si rimanda ai testi di analisi matematica. 
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Per particolarizzare l'integrale generale al circuito in esame, occorre conosce- 
re come ulteriore dato del problema la tensione del condensatore in un qualsiasi istante 


di tempo. Nel caso presente sappiamo che v (0) 7 0; quindi si ha: 
(II1. 1.21) v, (0) =A+E=0 
da cui si ricava: 


(III. 1.22) A SE 


La tensione del condensatore risulta uguale а (fig.III. 1. 12): 


(1I. 1.23) v.) = E (Len RC) с> 0 


Fig.lll.1.12 - Andamento della tensione ai сарі del condensatore del circuito 
di fig.IlI.1.11. 


Da questa espressione si ricava la corrente che scorre nel condensatore tramite 
la: 
dv 


c E 
(III. 1.24) i(t) = C = — RC t>0 
dt R 


il cui andamento nel tempo è mostrato in fig.IH. 1.13. 


Fig.11I.1.13 - Andamento della corrente che scorre nel condensatore del circuito 
di fig.III.1.11. 
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Ш.1.2 - Esempi del secondo ordine. 


Esaminiamo nel seguente paragrafo il caso dei circuiti caratte- 
rizzati da un'equazione risolvente del secondo ordine. Tale situazione 
si ha ad esempio per un circuito composto da un resistore, un condensa- 
tore, un induttore ed un generatore di tensione. Questo circuito tipico, 
mostrato in fig.III.1.14, verrà analizzato in dettaglio di seguito nell'ipo- 
tesi che l'interruttore si chiuda all'istante t=0 e chela tensione impres- 
sa sia costante. 


Fig.111.1.14 - Circuito considerato nel Š Ш.1.2. 


Analizziamo il circuito su base maglie; l'equazione di equilibrio 
delle tensioni per l'unica maglia presente è: 


(Ш.1.25) V TV, d vy ТЕ 


E da notare che tale equazione vale solo per t > 0, cioè quando 
è chiuso l'interruttore. 


Le relazioni costitutive dei i do conto che 
sono percorsi dalla stessa corrente i(t):| 


v (t) 2 F i(7) dr + v (0) 
c C М с 
(1.1.26) 
di 


Sri чы. R 


Sostituendo le (III.1.26) nella (III.1.25),si ottiene la seguente e- 
quazione integro-differenziale: 


1 pi di 
(Ш.1.27) al т) dr v (0) L — Ri-E t»0 
C б e dt 
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Derivando tale equazione rispetto al tempo, tenendo conto che 
у.(0) ed E sono quantità costanti, si ha: 


(III. 1.28) Lo dies de ced = Ü с> 0 


Per gli istanti t < 0, essendo aperto l'interruttore, l'equazione 
(III.1.28) non è più valida e deve essere sostituita con la seguente: 


(П1.1.29) i(t) = 0 t $0 


Determiniamo ora l'integrale generale della (III.1.28). L'equazio- 
ne caratteristica associata è: 


R 
(I11.1.30) a? + — a + — = 0 


Le due radici di tale equazione valgono: 


(111.1.31) 5 £ R : 
DES a, =- —- t — HM 
1,2 2:15 41,2 EG 


Nell'ipotesi in cui le due radici a, ed a, siano fra loro distin- 


te, cioé quando: 
R 1 


5:32 = 
(11.1.32) "RET 


l'integrale generale dell'equazione (III.1.28) assume la forma: 


@ t 


(11.1.33) 100) = A, e" + Ae? 


in cui A, ed A, sono due costanti arbitrarie da determinarsi in base al- 
le condizioni iniziali. Nel caso invece di radici coincidenti a=a,=a= 
=- R/2L, cioè quando: 


(Ш.1.34) жу 
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l'integrale generale dell'equazione (III.1.28) assume la forma: 


(Ш.1.35) i(t) = A, e^' + Ае“ 


Tale integrale dipende anch'esso da due costanti arbitrarie‘). 

Si può osservare che l'espressione della soluzione considerata 
fino a questo punto è del tutto generale, a prescindere da qualsiasi ipo- 
tesi sulle condizioni iniziali nelle quali si trovi il circuito all'istante 
t=0. Tali condizioni dipendono dall'azione di eventuali eccitazioni agen- 
ti nel periodo di tempo t<0, in conseguenza delle quali si ha un imma- 
gazzinamento prima dell'istante t=0 di energia negli elementi con me- 
moria e cioè nel condensatore e nell'induttore. Come è stato messo in e- 
videnza nei $ 1.6.2 ed 1.6.3, l'energia immagazzinata in un condensato- 
re è legata direttamente alla tensione presente ai suoi capi, mentre l'e- 
nergia immagazzinata in un induttore è legata direttamente alla corrente 
che lo percorre. Perciò lo stato iniziale del circuito è individuato fisica- 
mente dalle due seguenti quantità: 


(Ш.1.36) v (0) i, (0) 


che devono essere considerate come dati del problema (2). 


(1) - La presenza di due costanti arbitrarie nell'integrale generale è conseguenza del 
fatto che l'equazione differenziale che si sta considerando è del secondo ordine. 


(2) - Occorre fare attenzione al fatto che le grandezze elettriche (III.1.36) sono presenti 
nel circuito per cause che esulano dal fenomeno elettrico in esame e quindi dal compor- 
tamento del circuito di fig.III. 1.14 dopo la chiusura dell'interruttore. Esse possono es- 
sere assegnate in modo arbitrario, come è stato precisato; tuttavia i loro valori devono 
soddisfare le leggi di Kirchhoff. Si puó ad esempio osservare che la quantità i, (t) per 
t<0 deve essere nulla nel circuito considerato, essendo l'interruttore aperto. Di con- 
seguenza deve essere ij (0) = 0. Valori di ip(0) diversi da zero possono tuttavia es- 
sere ancora giustificati nei due modi seguenti: 


petet iM 


Fig.lll.1.15- Circuito che permette la circolazione di corrente nell'induttore per t « 0. 


( segue) 
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Le quantità (Ш.1.36) permettono di determinare le costanti arbi- 
trarie A, ed A, tramite le seguenti operazioni: 


a) a partire dalle grandezze elettriche iniziali(III.1.36),determinare i va- 
lori iniziali di Cauchy associati all'equazione differenziale (11.1.28). 
Per un'equazione differenziale di ordine n, detti valori sono rappresen- 
tati dalla variabile e dalle sue prime n-1 derivate, calcolate nel punto 
t=0. Nel caso presente i valori iniziali di Cauchy sonole seguenti quan- 
tità: 

(III. 1.37) (0); i 
dt | 


b) risolvere il problema delle condizioni iniziali di Cauchy, cioè con ri- 
ferimento al caso generico di un'equazione di ordine n, determinare le n 
costanti arbitrarie in funzione dei valori iniziali di Cauchy. 


Applichiamo le operazioni precedenti al caso in esame. In rela- 
zione al passo a) otteniamo il seguente sistema di equazioni, in cui so- 
no incognite le quantità (Ш.1.37): 


(1.1.38) i(0)=i,(0); L S| + R i(0) + v_(0) = E 


t=0 
Risolvendo le (III.1.38), si ottiene: 


"NT di 1 . 
(0.139 (0-40; 4| “T (E-Ri,(0) - v,(0)) 


In relazione al passo b) le equazioni che si ottengono dipendono 
dalla natura delle radici a, ed a, dell'equazione caratteristica (III. 1.30). 
E necessario perciò a questo punto distinguere tre casi. 


a) si può supporre l'esistenza di una causa esterna che carica istantaneamente l'indut- 
tore proprio quando l'interruttore viene chiuso; 

b) si suppone ij (t) #0 per t<0, sostituendo al circuito in esame quello di fig.IlI.1.15, 
in cui è presente un secondo interruttore che si apre all'istante t=0. In questo modo si 
è costituita una via elettrica di libera circolazione della corrente nell'induttore per 
t<0. Il nuovo circuito coincide con quello di fig.III.1.14 per t» 0. 


t9 
ка 
A 
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1) Radici a, ed a, reali e distinte. 


Tale caso si verifica quando: 


R? 1 


(ILL. 1.40) por LC 


e quindi l'integrale generale della (III.1.28) ha la forma (III.1.33). 

Gli esponenti delle funzioni che compongono tale integrale sono 
negativi quando le due radici sono negative, ciò che si verifica sempre, 
in base alla regola di Cartesio applicata all'equazione di secondo grado 
(П1.1.30), quando il circuito considerato è passivo (R > 0,L > 0,C> 0). In 
questo caso la funzione risultante ha un andamento decrescente nel tem- 
po. 

La risoluzione del problema di Cauchy porta alle seguenti rela- 
zioni, deducibili direttamente dalla (III. 1.33): 


A, A, = i(0) 


di 
(III. 1.41) a À. +а,А, i 
1-0 


Dal sistema precedente si possono ricavare le incognite A, ed 
A, e quindi la soluzione. 
Applichiamo quanto detto ad un esempio. 


Esempio |!!.1.5. 


Effettuare l'analisi del circuito di fig.111.1.14 nell'ipotesi che i componenti ab- 


Ы апо i valori: 
Rs10, L-1/2, С-2/01 (Q, H, F) 
e che le grandezze elettriche impresse ed iniziali valgano: 


E —2, v 0) = 15% 100) = 0 (V, A) 


Dalle (III.1.31) si ottiene: 


a, =-10 + (100-91 =-7 ; а =-10-3 =- 13 (S!) 


Dalle (1II.1.39) si hanno i seguenti valori iniziali di Cauchy: 
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| di 
i(0) = i (0-0 ; — = 2(2-1) = 
š dt 
t=0 
Dalla (III. 1.41) si ottiene: 
Ai + A, = 0 
-7A - 13А 
da cui deriva: 
1 1 
А =— ; A, =- — 

l g š 3 


mn. 


L'andamento nel tempo della corrente i(t) che scorre nel circuito di fig.III. 1.14 


nel caso qui considerato, assume la seguente espressione (fig.III. 1.16): 


1 
(©) = — (e?! - e13t (A) 
3 


м 


Еїд.1!1.1.16 - Andamento della corrente i(t) nel circuito di fig.III.1.14 nel caso 


che i valori dei componenti siano quelli previsti nell'esempio III.1.5. 


vy (9 


Fig.111.1.17 - Andamento della tensione M. (© nel circuito di fig.III.1.14 nel 
caso dell'esempio III.1.5. 
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L'andamento nel tempo di ogni altra grandezza elettrica del circuito puó essere 


facilmente determinato. Ad esempio la tensione ai capi dell'induttore vale(fig.III.1. 17): 


di 4 13 
vp OO si. == — PTE Ч 138 (V) 
dt 6 6 
2) Radici a, ed a, coincidenti. 


Tale caso si verifica quando è soddisfatta la condizione (III.1.34); 


2 


а = = а > 
‚= 8, vale: 


(III. 1.42) қ 

‚1. D pi а ықы 
2L 

ed è reale negativa quando il circuito è passivo (R > 0,L> 0,C> 0). 

La forma dell'integrale generale nel presente caso è la (III.1.35), 
che porta alle seguenti relazioni per quanto riguarda il problema di Cau- 
chy: 

, A, = i(0) 
(Ш.1.43) di 
aÀ, + А, = de 


t=0 


Dal sistema (III.1.43) si possono ricavare le quantità incognite 
A, ed A, e determinare quindi l'integrale particolare. 
Applichiamo quanto detto ad un esempio. 


Esempio 111.1.6. 


Effettuare l'analisi del circuito di #ї9.111.1.14 nell'ipotesi che i componenti ab- 


biano i valori: 
R=4, L=1/2, C = 1/8 (Q, H, F) 


e che le grandezze elettriche impresse ed iniziali valgano: 


E=2, v. (0) md, 11,00) = 0 (У, А) 
Essendo R2 1 
— = — = 16, si ottiene dalle (III. 1.42) 
412 LC 
ал 24 - аҙ --4 
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I valori iniziali di Cauchy sono gli stessi ottenuti nell'esempio III.1.5 e cioè: 


i(0) 20 ; == = 2 


La corrente i(t), la cui espressione ё del tipo III. 1.35, vale (fig.III. 1.18): 


ilt) = 2c e*t (A) 


i(t) 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


0.25 t 


Fig.lll.1.18 - Andamento della corrente i(t) nel circuito di fig.Ill.1.1$ nel caso 
che i valori dei componenti siano quelli previsti nell'esempio Ш.1.6. 


Determiniamo anche in questo caso, a titolo di esempio, la tensione ai capi del- 
l'induttore. Essa vale (fig.III.1. 19): 
di 4 
090 L — sa edge (V) 
dt 
vr (O 


Fig.lll.1.19- Andamento della tensione v, (t) 
nel circuito di fig.III.1.14 nel caso dell'esém- 
gio 1.1.6. 
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3) Radici о, ей а, complesse coniugate. 
Tale caso si verifica quando è soddisfatta la condizione: 
R? ІНДЕ 
(1.1.44) — < — 
AL? LG 


La forma dell'integrale generale é la (III.1.33), con i valori di а, 
ed a dati dalle (III.1.31), cioè: 


B d R? 
a =- — +j \— 


Е LC д2 


(Ш.1.45) 
Kodi R? 


a, = а =- — - — - 


Tane UAE. == 


ove j è l'unità immaginaria (j? = -1) e l'asterisco indica il complesso 
coniugato. 

La risoluzione del problema di Cauchy porta in questo caso al- 
le seguenti relazioni, deducibili direttamente dalle (1.1.33): 


(Ш.1.46) 


Il sistema (III.1.46) gode di una proprietà fondamentale: i valori 
delle incognite A, ed A, sono fra loro complessi coniugati. Infatti oc- 
corre innanzi tutto osservare che i valori iniziali di Cauchy sono nel 
nostro caso delle quantità reali; ciò vale in generale, poiché per moti vi 
fisici sono evidentemente possibili solo valori reali per le condizioni 
iniziali di un circuito elettrico. D'altra parte dalle (III.1.46), prendendo 
i complessi coniugati di entrambi i membri si ottiene: 


* а 
A. A, = i(0) 
(Ш.1.47) di 
* ж ж 
a A. d ү A, = DE 
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Questo nuovo sistema coincide con il (III.1.46) salvo la sostitu- 
Tn š * vs 
zione di А, соп А, ed А. соп А, . Perció deve essere: 


(III. 1.48) A. undi 


In conseguenza della (III.1.48), l'integrale generale assume la 


forma: 
(Ш.1.49) i(t) = A, et + A e 
ove ponendo: - 

А, = Ag A 
(III. 1.50) 

a, = а 4)а, 

r 1 

diviene: 


(IIL.1.51) 10) =2 Ке [Ае ) -2Re [Aye " el i 09) = 2А er cos (ot 91) 


avendo indicato con Re [...] l'operatore che dà la parte reale di un nu- 
mero complesso. 

L'espressione (III.1.51) mette in evidenza in termini espliciti il 
carattere reale della corrente i(t), ciò che corrisponde ad un'esigenza 
inderogabile fisica, essendo assurda una corrente istantanea di valore 
complesso. La quantità а. risulta di segno negativo,in base alla (III.1.45) 
quando il circuito è passivo (R > 0,L> 0,C >0); in tale caso l'andamento 
della (III.1.51) è smorzato al crescere del tempo. 

Applichiamo quanto detto ad un esempio. 


Esempio 111.1.7. 


Effettuare l'analisi del circuito di #19.111.1.14 nell'ipotesi chei componenti ab- 


biano i valori: 


R28, L-l, ‘C=1/25 (Q), H, F) 
e che le grandezze elettriche impresse ed i valori iniziali valgano: 


к=з 3 v (0) 71; iy (0) = 0 (V, A) 


1 ed a. 


a, =- í +j3 
a, <-4-і3 


2 


Si ottengono i seguenti valori di A 
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Dalle (1.1.39) si ottengono i seguenti valori iniziali di Cauchy: 


i(0) = 0 

di 

а. = 2 
dt ect 


I valori di А, еа А, si ottengono dal sistema (1.1.46), che diviene in questo 
caso: 
(-4+j3)A,+(-4- j3 A, = 2 
Si ottiene: 
a { = ж; 
д, 53-3 А, A 735 


Le quantità definite nella (III. 1.50) valgono: 


Quindi dalla (1i1. 1.51) si ottiene (б 5.11.1. 20): 


2 T 2 
к) = — e^ cos € - Z) = — e sin3t (A) 
3 2 3 


i(t) 


vie 120 Andamento della corrente i(t) nel circuito di fig.III.1.14 nel caso 
dell'esempio Ш.1.7. 


Calcoliamo l'andamento della tensione vLO) ai capi dell'induttore; si ottiene 
(fig.III. 1.21): 


di 8 
eta aed Sous 3t - — sin ĝt 
dt 3 
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Ғі9.111.1.21 - Andamento della tensione ai сарі dell'induttore nel circuito di 
fig.I11.1.14 nel caso dell'esempio III. 1.7. 


Osservazione lll.1.2. 


Si puó osservare che gli andamenti nel tempo che si ottengono nell'ultimo caso 
considerato sono sostanzialmente differenti da quelli visti nei primi due casi. Comune- 
mente si ricorda tale fatto dicendo che nel primo caso la funzione è di tipo sovrasmor- 
zato, mentre nel terzo caso è di tipo sottosmorzato. Il caso numero due, relativo alla 
coincidenza delle radici, si può considerare intermedio fra i due e viene detto a smor- 
zamento critico. 

In tab.III.1.2 viene mostrato in modo riassuntivo il tipo di smorzamento in rela- 
zione alla posizione delle radici a, ed a, dell'equazione caratteristica nel piano 


2 
complesso. 


Osservazione lll.1.2. 


E opportuno considerare attentamente i passaggi analitici effettuati perricava- 
re l'andamento nel tempo nel terzo caso (sottosmorzato). In tal caso è risultato oppor- 
tuno ottenere l'andamento reale della corrente incognita effettuando dei calcoli inter- 
medi nel campo complesso. Tale modo di procedere si presenta molte volte nel campo 
dell'elettrotecnica, tipicamente in presenza di funzioni trigonometriche. La procedura 
in questione non è strettamente necessaria; infatti anche nel caso considerato si sa- 
rebbe potuto ottenere l'integrale generale direttamente in termini di funzioni trigonome- 
triche; in tal modo tuttavia si sarebbero dovuti utilizzare sviluppi analitici molto più 
complessi e soprattutto non si sarebbero più potuti trattare in maniera unificata i tre 


x 
casi che si ottengono dalla soluzione dell'equazione caratteristica. E necessario ri- 
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ricordare infatti che solo nel campo complesso si ottiene l'unificazione delle funzioni 
trigonometriche e di quelle esponenziali. 


Tabella ili.1.2- Andamenti nel tempo delle grandezze elettriche in un cir- 
cuito del secondo ordine. 


Tipo di 


Tipo delle Posizione nel piano 
andamento i 


Diagramma radici complesso delle radici 


grand. elettr. asse immaginario 


Sovrasmorzato Reali distinte 


grand. elettr. А МАС 
asse immaginario 


Sovrasmorzato Reali 
critico coincidenti 
asse reale 


grand. elettr. asse immaginario 


Complesse 
Sottosmorzato coniugate 


asse reale 


\ 
N 


IZ- Andamenti tipici delle grandezze impresse nei circuiti con 
^ memoria. 


Quando sono stati introdotti i generatori indipendenti di tensione 


` 


e di corrente ë stato detto che le grandezze elettriche da essi impresse 
potevano assumere un andamento qualsiasi! D'altra parte nel paragrafo 


precedente, introducendo l'argomento dell'analisi dei circuiti con memo- 
ria, è stato notato come la risposta di un circuito sia strettamente lega- 
ta alle funzioni di eccitazione e come la difficoltà dei metodi di analisi 


dipenda dalla classe delle funzioni di eccitazione considerate. 
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[ tipi di eccitazione che si utilizzano usualmente sono scelti in 
base: 1) a moti vi di ordi ne tecnico, nel qual caso la funzione introdot- 
ta approssima in modo più o meno soddisfacente l'andamento nel tempo 
della grandezza impressa in un generatore reale; 2) a motivi di ordine 
teorico: le funzioni introdotte sono scelte con lo scopo di mettere in e- 
videnza qualche proprietà del circuito, anche se non possono essere ap- 
prossimate in modo completamente soddisfacente dai dispositivi reali. 
In questo ambito vengono spesso utilizzate funzioni che non sono conti- 
nue nel tempo e presentano delle discontinuità. 

Le funzioni di eccitazione possono essere completamente deter- 
minate oppure possono essere note tramite le loro proprietà statistiche. 
É evidente che la trattazione del problema dell'analisi di un circuito si 
modifica sostanzialmente a seconda che le funzioni di eccitazione siano 
del primo o del secondo tipo. 

Nel presente paragrafo limiteremo l'attenzione alle eccitazioni 
del primo tipo, rimandando per quelle aleatorie nel tempo ai testi citati 
nell'appendice ЗЕ. Le funzioni di eccitazione che vengono prese in con- 
siderazione di seguito sono quelle più usate in pratica; tuttavia, molte 
altre sono riportate nell'appendice Ш.А, a cui si rimanda. 


1H.2.1 - Funzione gradino unitario. 


La funzione gradino unitario, indicata con il simbolo u (O, è 
mostrata in fig.[[I.2.1. Essa presenta una discontinuità in corrisponden- 
za all'istante t=0, dove il suo valore passa da zero ad uno. Analitica- 


mente viene definita con: 


0 t«0 


u (t) 
(Ш.2.1) 
u(t) = t>0 


u (t) 


Fig.lll.2.1 - Andamento della fun- 
zione gradino unitario. 


` 


Dal punto di vista fisico la sua interpretazione ë immediata: es- 
sa corrisponde all'inserzione di un generatore di valore unitario all'i- 
stante t=0. 
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Nelle applicazioni è spesso necessario fare riferimento ad un generatore di am-|! 
id un generatore di a 


tg: In tal caso 


|piezza ala che inizia ad agire su un circuito elettrico all istante t 


{si può considerare la funzione seguente 
|< v ——+—— a 


(HI.2.2) f(0 =a u, (t- to) 


il cui andamento è riportato in fig.III.2.2. Più in generale, supponendo che la funzione 


impressa dal generatore sia 800) e che essa cominci ad agire nel circuito all'istante tg, 


si ha: 1 
жете 
(Ш. 2.3) f(t) = g(t) uy (t-t) x : 
il cui andamento è riportato іп fig.III.2.3. 
f(t) 
ad.-—— 


Fig.lll.2.2 - Eccitazione costante 
impressa all'istante to 


Еї9.111.2.3 - Eccitazione variabile impressa all'istante to: 


Dal punto di vista circuitale l'inserzione di un generatore può essere ottenuta 
per mezzo di un opportuno interruttore o commutatore. Si può ottenere іп tal modo un'in- 
terpretazione circuitale immediata per la funzione a gradino, che trova riscontro in mol- 
tissimi casi reali; tale interpretazione è mostrata nella fig.III.2.4 per il generatore di 
tensione e nella fig.I[I.2.5 per il generatore di corrente. In entrambi i casi nello sche- 
ma a) è presente un interruttore o commutatore ideale che si trova nella posizione in- 
dicata per t € tg. mentre viene spostato istantaneamente all'istante t= to: Nello sche- 
ma b) la presenza del commutatore o dell'interruttore non è più necessaria, essendo la 


sua funzione svolta implicitamente dalla funzione a gradino. 


G. MARTINELLI- M. SALERNO: Fondamenti di Elettrotecnica 29 


226 Andamenti tipici delle grandezze impresse nei circuiti con memoria 111.2 


+ 


v(t) v(t)u (et) 


a) b) E 


Fig.ilI.2.4 - Interpretazione circuitale dell'inserzione all'istante to di un 
generatore di tensione. 


iw} 


fiou (et) 


a) b) 


Fig.lll.2.5- Interpretazione circuitale dell'inserzione all'istante to di un 
generatore di corrente. 


Dalle (Ш. 2. 1) si deduce il carattere discontinuo della funzione 
gradino unitario, per cui essa non risulta definita in t=0. A volte può ri- 
sultare conveniente, dal punto di vista analitico, utilizzare altre defini- 
zioni, che coincidono con quella data (a meno del punto t=0) e che pro- 
pongono la funzione u ,(t) come limite di una classe di funzioni conti- 


nue. Fra le molte definizioni che à possibile dare,ne ricordiamo due: 


a) Sia uy (0) la funzione definita come segue: 


E du -0 рег t-< 0 
A? 10 t 
(Ш.2.4) U.3 ,e(t) а per 0 < 1 <\e 
8. ШЕР = I pert? € 


Allora il gradino unitario si può definire come: 


(11.2.5) u (t) = lim u «(9 
E*0 Ы 


Nella fig.III.2.6 è riportato l'andamento della funzione u , e(t); si 
vede chiaramente che per € che tende a zero, la funzione data tende al 
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gradino unitario, eccetto. che nel punto t=0, ove la nuova funzione è nul- 
la. Notare che, per ogni , la funzione) u a MO é continua per ogni t; 


Еї9.111.2.6 - Prima funzione conside- 
rata per una definizione alternativa 
di u j(0. 


b) Sia u , (Ola funzione definita come segue: 
а „(О =o per г< 0 


(Ш.2.6) 
Uil) =1-e per t20 


Allora il gradino unitario u_ (t) si può definire come: 
It. 2.7 t) = li t 
( ) u (t) am ui, e(t) 


Nella fig.III.2.7 è riportato l'andamento della nuova funzione;per 
essa valgono le stesse considerazioni fatte nel caso a). 


Fig.111.2.7 - Seconda funzione consi- 
derata per una definizione alternati- 
va di и ,(t). 


1152.2 - Funzione impulso unitario. 


La funzione impulso unitario, indicata con il simbolo ug(t), è 
molto meno intuitiva della funzione gradino unitario; per di più, come ver- 
rà accennato in seguito, in questo caso la stessa parola «funzione» é u- 
sata in modo improprio, trattandosi di un ente matematico diverso e cioé 
di una distribuzione !), È tuttavia opportuno caratterizzare dapprima in- 


(1) - Per dettagli sulla teoria delle distribuzioni si rimanda a A. Ghizzetti, L. Marchet- 
» А.Оввісіпі, «Lezioni di complementi di matematica», Ed. Veschi, Roma 1972, cap.5. 
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tuitivamente la funzione impulso unitario a partire da funzioni note e fa- 
cilmente descrivibili. Considereremo due casi differenti. 


a) Si consideri la seguente funzione u o e(t) definita nel modo seguente: 


м). 


1 ЕЕ 
(1.2.8) ug elt) = = [u (t) - u(t- є)) 21578 


х 


Tale funzione ё costituita dalla differenza di due gradini di am- 
piezza 1/e, il secondo dei quali è traslato rispetto al primo del tempo €. 
Si vede facilmente che la funzione чо, e(t) è nulla per t < 0 (essendo tut- 
ti e due i gradini nulli) e per t? € (poiché il secondo gradino annulla il 
primo), mentre vale 1/є рег 0<с<е (poiché il primo gradino vale uno 
ed il secondo zero in detto intervallo). 


Fig.111.2.8 - Prima funzione conside- 
rata per definire 40(9. 


L'andamento della funzione u (t) è quello di fig.III.2.8. Occor- 
re notare che al variare di €, la funzione. ue (t) possiede una proprietà 
invariante: i] suo integrale fra “ое TOM indipendente da e. Infatti: 


+0 
(Ш.2.9) us uo e(t) dt =] 


-0 
b) Si consideri ora un'altra funzione u o e(t), definita nel modo seguente: 
ug e(t) = 0 per t < 0 
(Ш.2.10) 


1 
uo e(t) Mis ee per t > 0 


L'andamento di questa funzione è riportato in fig.[II.2.9. 
É È facile verificare che anche questa uova funzione possiede un 
invariante dato dall'integrale (11.2.9). Infatti per ogni є si ha: 


TT To 1 © 
(111.2.11) ] ug (©) dt -| — е-е = — [-eeV*) -1 
S ё € € 0 ) 
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E abbastanza facile intuire che, al diminuire di €,le due funzioni 


u 0,00) аѕѕитопо caratteristiche. molto simili e tendono ad una funzione 


'no quelle che ci servono per caratterizzare fenomeni che si esplicano in 
intervalli di tempo molto brevi con valore finito del loro integrale. 


4 ug, e(t) 


Fig.lll.2.9 - Seconda funzione conside- 
rata per la definizione di ug(t). 


Sorge immediato il problema di scegliere un valore di € sufficien- 
temente piccolo. In particolare é evidente che si avrebbe una notevole 
complicazione analitica, se si potesse scegliere proprio il limite per 

^ 0. Tuttavia è facile vedere che tale passaggio al limite non è possi- 
bile, in quanto si distrugge la proprietà fondamentale dell'invarianza de- 
gli integrali (Ш.2.9) e (Ш.2.Н). Infatti pur rimanendo unitario il limite 
dell'integrale: 


+ о 
ШЕРУІ Пт P üg коа | = 1 
€- 0 * 


o 


risulta nullo l'integrale del limite: 


(1.2.13) | [lim M «(91 dt =0 
= 6-0 5 


[э] 


Il problema non può venire risolto nell'ambito della teoria clas- 
sica delle funzioni; occorre ricorrere a quella delle distribuzioni. Nello 
ambito di tale teoria si dimostra che è possibile introdurreun ente u 29, 
che viene detto distribuzione impulsiva unitaria, o di Dirac, tale per cui 
l'integrale fra - e Е 2 unitario е рій precisamente: 


T 
| о (t) dt = 0 per T < O 


(III.2.14) 


^T 
|: о 1004 =1 per T > 0 
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Più in generale si dimostra che per ogni funzione continua f(t) 
si ha: 


T 
| u (t) * f(t) de = 0 per T<0 
(Ш.2.15) 2 

T 


u (t) “Қос = ҚО) per Т>0 


-00 


Nella letteratura tecnica viene usualmente indicata la u 000) con 
la denominazione di «funzione impulsiva di Dirac»; anche nel presente 
testo tale denominazione verrà usata, malgrado che sia impropria per 


quanto detto. Graficamente la funzione u (t) viene rappresentata come 
in fig.III.2. 10. 


u (D 


Fig.111.2.10 - Rappresentazione sim- 
bolica dell'impulso unitario. 


Il concetto di funzione impulsiva unitaria può essere esteso al 
caso di impulsi non unitari e posizionati in istanti differenti dall'origine 
dei tempi. ‘Ad esempio la funzione : 


(Ш.2.16) Аа, (e= t) 


corrisponde ad un impulso di ampiezza A (intendendo con tale locuzione 
il fatto che il suo valore integrale definito fra -o e +œ è uguale ad А) 
e posizionato nell'istante t,. 

I motivi che stanno alla base dell'introduzione delle funzioni impulsive preceden- 
ti sono di ordine pratico e teorico. Rimandando la discussione per quest'ultimi al quarto 
capitolo, accenneremo di seguito ai primi. 

Un'eccitazione impulsiva corrisponde all'inserzione nel circuito di un generatore 
рег un intervallo di tempo molto breve rispetto a tutti i tempi di risposta del circuito stes- 


ul 


. Sotto questa ipotesi si può dimostrare che l'effetto dell'eccitazione sul circuito ri- 


(1) - Ad esempio se si considera il circuito di fig.IIl.1.11 è sufficiente chela durata del- 
l'inserzione del generatore sia molto più piccola della costante di tempo 7. 
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sulta poco dipendente dalla forma della funzione di eccitazione, che può quindi essere 
— n 7 E gp Wee - т 5 Ё : " A 

assimilata ad una funzione impulsiva. Essa non è unitaria, ma ha un'ampiezza uguale 
all'area della funzione rappresentante l'eccitazione considerata. Ad esempio in figura 


ПІ.2.11 è rappresentata una tensione di tipo impulsivo di ampiezza uguale a 3 Vusec. 


v(t) 


Fig.lll.2.11 - Impulso di ten- 
sione (V, usec). 


Confrontando !a funzione up, el!) rappresentata in Нр.11.2.9 con l'andamento 
della corrente i(t) di fig.III. 1.13, si vede che esse rappresentano la stessa funzione. 
Si vede inoltre che la i(t) possiede un integrale definito fra -œ e + ,indipendente 
da R e pari ad EC. Infatti: 


[se] о È % 
І B - eUVRC de = — [-Rc e" RC], = EC 
R 


=0 0 


= | m 


EC (ossia di ampiezza pari alla carica elettrica totale immagazzinata nel condensatore 
dopo il processo di carica); si ha perciò una corrente impulsiva durante la -сагіса a 


tensione costante di un condensatore in assenza del resistore in serie al generatore. 


Osservazione 111.2.1. 


Confrontando le definizioni delle funzioni ч) e u 10% come limite di una 
classe di funzioni, si nota che u 19 costituisce l'integrale della prima. Infatti si ha 


per ogni €: 


t 
(III. 2. 17) “212 “| ug eC) dr 


со 


sia che si faccia riferimento alle definizioni (a), basate sulle espressioni (III.2.4) e 
(11.2.8), sia che si faccia riferimento alle definizioni (b), basate sulle espressioni 
(111.2.6) e (Ш.2.10). Si può quindi affermare che: 


t 
(Ш.2.18) UNO) -f ug(7)d7 


-0 
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Quest'ultima proprietà si può d'altra parte ricavare direttamente dalla definizio- 
ne (III. 2.14), interpretando l'integrale come funzione del limite di integrazione superio- 
re. Non è invece possibile affermare il fatto opposto e cioè che la funzione u 000 è la 
derivata di u 109, non essendo tale funzione derivabile. Tale difficoltà рио essere su- 


perata in ew positivo solo nell'ambito della teoria delle distribuzioni, a cui si riman- 


dal!) 


Osservazione 111.2.2. 


Le funzioni impulso unitario u o(9 e gradini. unitario u 19) fanno parte di una 
classe numerabile di funzioni dette ape singolari. Un cenno a tali funzioni verrà 
dato nell'appendice A, dove verranno indicate anche le ragioni (soprattutto teoriche) del- 
la loro introduzione. Qui è sufficiente ricordare che la i-sima funzione di tale classe è 


indicata con il simbolo 2.00 ed e legata alla successiva tramite la relazione: 


t 
(III. 2. 19) u, (e) ail ° u, 00 dT 
0 


11.2.2 - Funzioni sinusoidali. 


Un tipo di funzione di eccitazione molto importante nelle applica- 
zioni è quella sinusoidale (fig.III.2.12), definita come segue: 


(П1.2.20) e(t) = А соѕ (ог + 9) 


e caratterizzata dai parametri А, о, Ф, aventi ciascuno un nome appro- 
priato, di grande uso pratico. | 

La quantità A viene chiamata ampiezza della funzione e(t), di 
cui conserva le dimensioni fisiche. Essa é un numero reale e positivo 
(il segno di e(t) influisce solo su 9). 

La quantità c viene dettà pulsazione della funzione e(t) e si mi- 
sura in radianti/secondo. Essa é legata ad un'altra grandezza che inte- 
ressa le funzioni del tipo (III.2.20), che viene detta frequenza, nel modo 


seguente: 


(1.2.21) о = 2 пЁ 


(1) - Si veda ad esempio A. Ghizzetti, L. Marchetti, A. Ossicini «Lezioni di Complemen- 
ti di matematica», Ed. Veschi, Roma, 1972, Cap. 5. 
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La frequenza f si misura in Hertz (cicli al secondo) ed ha le di- 
mensioni dell'inverso di un tempo. 

La quantità (Фууіепе detta fase iniziale della funzione e(t) e si 
misura in radianti, mentre il termine fase istantanea si riferisce a tutto 
l'argomento del coseno, cioè alla quantitài ot + @_ Ri 
L'intervallo di tempo che intercorre tra due istanti successivi a- 
venti la stessa fase istantanea prende il nome di periodo T della funzio- 
ne e(t) e si misura in secondi. Tale quantità si può ottenere immediata- 


mente nel ‘mado seguente: 


(Ш.2,22) wW(t+T)+9 = ot + 27 + Фф 


— 


da cut st ha: 


2 1 
(Ш.2.23) Parc. рода А T 


со 


Еіә.111.2.12 - Andamento della funzione sinusoidale. 


L'importanza delle eccitazioni di tipo sinusoidale è sia pratico che teorico. Dal 
punto di vista pratico, è sufficiente ricordare che hanno un andamento sinusoidale ie 
grandezze elettriche applicate ai circuiti di potenza. L'importanza teorica è conseguen- 
za del fatto che qualsiasi funzione del tempo periodica è sviluppabile in una serie di 
funzioni del tipo (HI. 2; 20) di pulsazione Ка k=0, 1,2, ... (sviluppo in serie di Fourier) 


e che per un circuito lineare vale il principio di sovrapposizione degli effetti, in base 
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al quale l'effetto di una somma di eccitazioni è uguale alla somma degli effetti delle 


singole eccitazioni, considerate come se agissero da sole. 


111.3 - Applicazione della trasformazione di Laplace all'analisi 
dei circuiti con memoria. 


Ш.3.! - Introduzione. 


Il procedimento di analisi dei circuiti con memoria che è stato u- 
sato nei paragrafi precedenti prevede due fasi, di cui la prima consiste 
nella scelta delle grandezze elettriche incognite e nella determinazione 
delle equazioni risolventi. Tale fase. presente anche nel caso dei circui- 
ti senza memoria, porta ad un sistema risolvente di tipo integro-differen- 
ziale, invece che algebrico come nel caso dei circuiti senza memoria. La 
seconda fase del procedimento prevede i seguenti passi: 


a) dopo aver individuato il sistema integro-differenziale risolvente, oc- 
corre ricondurre la sua risoluzione a quella di un'equazione differenziale 
ordinaria in cui compaia una sola funzione incognita; 


b) occorre determinare le condizioni iniziali di Cauchy relativamente al- 
la funzione incognita prescelta, a partire dalle condizioni iniziali asse- 
gnate nel circuito (tensioni iniziali dei condensatori e correnti iniziali 
degli induttori); 


c) occorre integrare l'equazione differenziale in corrispondenza alle con- 
dizioni iniziali di Cauchy. [n presenza di funzioni di eccitazioni generi- 
che, per la ricerca dell'integrale particolare, può essere necessario ri- 
correre al metodo del nucleo risolvente. 


Il procedimento di analisi, che risulta dalla descrizione preceden- 
і сезепдгопе, 

te, prende il nome di «analisi nel dominio del tempo 4, in quanto le gran- 
dezze elettriche vengono costantemente considerate funzioni del tempo. 
Le difficoltà di applicazione di tale procedimento sono chiaramente con- 
nesse alle sue due fasi: quelle topologiche sono analoghe a quelle che 
s'incontrano nei circuiti senza memoria; le altre sono relative all'esecu- 
zione dei tre passi precedenti. È importante notare che il superamento di 
queste ultime può divenire estremamente oneroso, come si può intuire an- 
che dai semplici esempi sviluppati nei paragrafi precedenti. 

Una semplificazione notevole di questa parte del procedimento 
può essere ottenuta utilizzando una particolare operazione detta « tras for- 
| mazione di Laplace», che permette di trasformare sistemi di equazioni 
| integro-differenziali . пе! tempo in sistemi algebrici nel dominio di una 
iabi bile s detta. «variabile di Laplace. 
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Un modo intuitivo per comprendere l'azione di questa trasformazione è quello di 
confrontarla con l'azione dell'operazione «logaritmo » nel campo dei numeri reali] Tra, 
mite l' operatore logaritmo | passiamo in un dominio trasformato ove le equivalenti delle) 
operazioni di moltiplicazione e divisione sono le operazioni di somma e differenza. Nel 
caso della trasformazione di T place l'equivalente di un'equazione. integro- -differenzia- | 
le nel tempo è un'equazione algebrica. In ambedue i casi la parte onerosa della trasfor- | 
mazione, in fase di applicazione, è l'operazione di individuazione dell'immagine della | 
quantità usata e l'operazione inversa di ritorno dall'immagine alla quantità non trasfor- | 
mata. Tale parte onerosa, tuttavia, viene completamente eliminata mediante l'uso di op- | 


portune: tabelle, già predisposte per questo scopo. 


L' operazione di trasformazione secondo Laplace di una funzione 


del tempo f(t) consiste nella seguente espressione (1); 


T 
(III. 3. 1) F(s) = lim est ко dc 
T+90 


La funzione F(s) viene detta «tras formata di Laplace» della fun- 
zione (t), mentre s è una quantità complessa detta «variabile di La- 
places (2) L'espressione (III.3.1) può essere considerata come un opera- 
tore che permette di passare dalla funzione f(t) alla funzione F(s). Per 
brevità tale operatore viene indicato nel modo seguente: 


(ILL. 3.2) F(s) = £ [f(t)) 


L'operazione inversa, che permette di passare dal \F(s) ad Ко) в 


può effettuare in modo univoco e prende il nome di ui a дн 
di Laplace». Detta operazione viene indicata simbolicamente con: 


(III.3.3) Ко) = L° [F(s)] 


Le operazioni di trasformazione ed antitrasformazione secondo Laplace sono. pos- 


(3) 


sibili solo se le funzioni considerate soddisfano opportune condizioni Accenniamo 


di seguito a quelle. più importanti: 
—— 


(1) - La trasformata in questione è dee unilatera di Laplace; per la trasformata bila- 
tera si rimanda al $ IV.8 del testo: A. Ghizzetti, L. Marchetti, A. Ossicini, op. cit. 


(2) - E utile ricordare che nella letteratura tecnica viene usata molto spesso al posto 
di s la lettera p. 


(3) - Per un ‘esposizione accurata e completa di tali condizioni e per la dimostrazione 
delle proprietà successivamente descritte si rimanda al cap.IV di A. Ghizzetti, L. Mar- 
chetti, A.Ossicini, op. cit. 
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m Si dicono L- trasformabili le funzioni f(t) per le quali esiste finito il limi te indica- 


Цо n nell' ‘espressione (I11. 3. 1) per almeno un valore della variabile. s; 
il 


li 12) L'insieme dei valori della variabile s per i quali esiste Bic il limite indicato nel- 


ur espressione (111. 3. 1) viene denominato dominio di convergenza. 


Le proprietà fondamentali della trasformazione di nec sono le seguenti), 


Proprietà | - Linearita. 
Assegnate due funzioni AO! ed MO La trasformabili, per le quali sia: 


£ [w] 
f [t,c) 


il 


F) (s) 
(11.3.4) 


Е (5) 


la trasformata di Laplace di una loro combinazione lineare: 


(11.3.5) N Жр = ei f (0 + с, fa) 


è pari alla combinazione lineare delle corrispondenti trasformate con gli stessi coeffi- 


cienti, cioè: P. 


/ 


(11.3.6) F(s) = £ [c t,(0 + е, 6,09) =Ë F (9) + e,F (5) 


Proprietà Il - Trasformazione della derivazione rispetto al tempo. 


Assegnata la funzione f(t), ipe trasformabile, per la quale sia: 


(11.3.7) F(s) = £ [to] 

si ha: 
df 

(Ш.3.8) Т ЕН - s F(s) - K0) 
dt 


dove f(0) è il valore assunto dalla funzione f(t) per t= 0%), 


(1) - Ulteriori proprietà verranno descritte nell'appendice Ш.А.1. 


(2) - In molti casi può accadere che la funzione f(t) presenti una discontinuità per t=0, 
ma esistano finiti 1 due limiti sinistro e destro della funzione f(t) nell'origine, che ver- 
ranno indicati nel seguito con f(0*), il limite destro e con f(07) il limite sinistro. In 
questi casi la (Ш.3.8) è ancora valida se per ҚО) si intende il limite sinistro f(07), in- 

tendendo che la trasformata di Laplace sia stata effettuata nel senso delle distribuzio- 
ni (si veda L. A. Zadeh, C.A. Desoer, «Linear system theory (the state approach)», 

Mc Graw-Hill, 1963, pag.540. 
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Proprietà Ill - Trasformazione dell'integrazione rispetto al tempo. 


Assegnata la funzione f(t), 5» trasformabile, сіое per la quale sia: 


(11.3.9) [соу = £ leo], 


si ha: 


t 1 
(III. 3. 10) £ Krjdr | = = Fis) 
0 S 


sulla possibilità di eliminare il passo oneroso del “ет di anali- 
si dei circuiti con memoria,riguardante la soluzione di un sistema risol- 
vente di equazioni integro-differenziale. Infatti, passando nel dominio 
della variabile di Laplace, tali sistemi divengono algebrici. Illustriamo 
questo aspetto con un esempio. 


Esempio IlI.3.1. 


Consideriamo l'equazione differenziale (111.1.28) relativa al circuito del secon- 


do ordine considerato nel %111.1.2. Tale equazione è la seguente: 
424 R d 1 

(III. 3.11) REP IO. БАРРА РЕТ 
del Ы dt БС 


Scriviamo l'equazione corrispondente alla (III.3.11) nel dominio della variabile 


di Laplace. Indichiamo con). 


(III. 3.12) Ys) = É По)! 


la trasformata di Laplace della funzione incognita i(t). Applicando la proprietà della 


derivazione, si ha: 


di | 
(III. 3.13) Т ЕН = s I(s) - i(0) 


dt 
Applicando nuovamente la proprietà della derivazione, si ha: 
(1) - Seguendo una convenzione che verrà usata anche nel seguito di questo capitolo, in- 


dichiamo con le lettere minuscole le grandezze nel tempo e con le lettere maiuscole le 
loro trasformate. 
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d?i x 
(HI. 3. 14) £ È | = s [5 Is) -i(0) = i'(0) 
de? 


dove con i'(0) è stata indicata la quantità di/dt | = pr 


Effettuiamo ora la trasformata di Laplace di ambo i membri dell'équazione(IIl.3.11). 


Per il primo membro si ha, utilizzando la proprietà di linearità e le espressioni (111.3.13) 


e (III. 3.14): 
2. 3 2. ¿ 
d R di 1 d R d L 
£ Ë pO E E | M ЧЕНЕ = 
di? 


(III. 3.15) 


R 1 
s [s Xs) - 100)) - it) + — [sis - i) + — s = 
L LC 


2 R 1 R 
8” 8) ot — Is) el === | 400) = 10) 
£ Dc L 


Per quanto riguarda il secondo membro della (11I. 3.11) è facile vedere che ad es- 
so corrisponde la funzione identicamente nulla. Perció, ricordando anche la proprietà del- 
l'unicità della trasformazione secondo Laplace, si ottiene la seguente equazione che rap- 


presenta la traduzione nel dominio di s dell'equazione data: 


R 1 R 
(Ш.3.16) s?1(s) + g. == Қа) ғ --- (5) = (° + =) 100) + i'(0) 
L LG L 


Si può notare che nell'equazione (III.3.16) non è più presente alcuna operazione 
di tipo integro-differenziale e che in essa sono presenti le quantità i(0) ed i'(0) che sono 
le condizioni iniziali secondo Cauchy dell'equazione (III. 3. 11). Nella (II1.3.16) figura co- 
me incognita la funzione I(s) [l'incognita nella (III.3. 11) era infatti қ); tale incognita 


puó essere ricavata in modo immediato a causa del carattere algebrico dell'equazione 


(1.3.16). Si ha: 
R 
( + zio + i'(0) 
L 


z R 1 
s? + — s + — 
L ЕС 


(111.3.17) Ks) = 


Si può notare che la funzione I(s) è di tipo razionale a coefficienti reali. Ricor- 


dando l'espressione (III.3.12), in base alla proprietà di unicità della antitrasformazione 


y 
st — |100) + 1'(0) 
L 


di Laplace, si ottiene: 


(111.3.18) toe Тегін 
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Per ottenere esplicitamente l'andamento nel tempo della funzione i(t), sarebbe 
ora necessario eseguire l'operazione di antitrasformazione indicata nella (111.3.18). Il 


metodo da seguire è riportato nell'appendica Ш.А, a cui si rimanda. 


Il procedimento seguito nell'esempio 1.3.1 vale in generale, per 
ogni sistema integro-differenziale. Esso consiste nei seguenti passi: 


1) Trasformare il sistema differenziale assegnato nel dominio del tempo 
in un sistema nel dominio di s, utilizzando le proprietà di linearità, di 
derivazione e di integrazione. Per effettuare tale passo è necessario in 
\ generale determinare le trasformate delle grandezze impresse dai genera- 
| tori indipendenti 4); | 


|2) il sistema ottenuto nel dominio di s è di tipo algebrico, contenendo 
\come incognite le trasformate di Late delle funzioni incognite. Risol- 
\vere tale sistema, ottenendo l'espressione esplicita in s delle grandez- 
ге incognite;| 


3) effettuare le operazioni di antitrasformazione, ottenendo le grandezze 
nel dominio del tempo. 


Essendo scontata la convenienza della risoluzione del sistema 
algebrico in s, rispetto alla soluzione diretta del sistema differenziale 
in t, la convenienza globale del procedimento è legata alla facilità di e- 
seguire le operazioni di trasformazione ed antitrasformazione. A tale pro- 
posito occorre notare che non è quasi mai necessario ricorrere alla defi- 
nizione della trasformata di Laplace, essendo disponibili a tale scopo 
delie tabelle molto estese di funzioni e relative trasformate. Alcune di 
queste tabelle sono riportate nell' “appendice Ш.А, dove viene anche de- 


nel caso, più comune per i circuiti a costanti concentrate, di una m 
ne azioni reale della variabile s. 

L'applicazione del metodo della trasformazione di Laplace nel- 
l'analisi di un circuito con memoria rappresenta un caso particolare del- 
l'applicazione di tale metodo ai sistemi integro-differenziali. ‘Tuttavia i 
vantaggi che si hanno in tale caso sono ancora più evidenti, non essen- 
do necessario applicare il metodo di Laplace dopo aver ricavato il si- 
stema risolvente. É infatti possibile la sua applicazione ad un livello 
molto più elementare, ricordando che il sistema risolvente si ottiene e- 
sprimendo un opportuno insieme di equilibri conseguenti alle leggi di Kir- 
chhoff, in aggiunta alle relazioni costitutive dei componenti. Il metodo 
di Laplace può essere applicato esprimendo direttamente ciascuna di ta- 
li equazioni nel dominio della variabile s. 


(1) - Nel caso considerato nell'esempio Ш.3. 1, ciò non è stato necessario, essendo l'e- 
quazione (ПІ.3.11) di tipo omogeneo. 
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11.3.2 - Trasformazioni delle relazioni costitutive dei componenti e loro 
circuiti equivalenti nel dominio di Laplace. 


Individuiamo le relazioni costitutive nel dominio della variabile 
s per i vari componenti che costituiscono un circuito a costanti concen- 
trate, distinguendoli in tre categorie: generatori indipendenti, componen- 
ti senza memoria, componenti con memoria. 


Generatori indipendenti. 


Tali componenti sono il generatore indipendente di corrente e di 
tensione, caratterizzati dall'avere una delle due grandezze elettriche (la 
grandezza impressa) coincidente con una funzione assegnata f(t). Suppo- 
nendo che f(t) sia una funzione f - trasformabile, nel dominio della va- 


riabile s la grandezza impressa diviene f KOJ [n termini circuitali 


l'operazione che si fa è quella indicata in fig.HI.3.1 per il generatore di 
tensione ed in fig.I[I.3.2 per il generatore di corrente. 


“(9 V(s) о TSO 


b) a) b) 


a) 


Ғіа.111.3.1 - Trasformazione nel dominio 
di Laplace del generatore indipendente 
di tensione; Le dimensioni di v(t) sono 
Volt e di V(s) sono Volt X secondo. 


.111.3.2 - Trasformazione nel dominio 
di Тыл е. del generatore indipendente 
di corrente. Le dimensioni di i(t) sono 
Ampère е di I(s) sono Ampère х secondo. 


É opportuno notare che nei casi (a) di tali figure si hanno genera- 
tori che imprimono al circuito delle grandezze funzioni del tempo (come 
avviene fisicamente), nei casi (b) le grandezze impresse sono funzioni 
della variabile s (e quindi fittizie, essendo ottenute tramite una trasfor- 
mazione da quelle reali). Le dimensioni fisiche sono differenti, poiché, 
in base alla (III.3.1), si ricava che una trasformata hale dimensioni del- 
la grandezza originaria moltiplicata per un tempo. 


Componenti senza memoria. 


Tali componenti sono quelli considerati nel secondo capitolo. Le 
‘relazioni costitutive di tali componenti non contengono legami di tipo 
integro-differenziale. Е immediato verificare che tutte le loro relazioni 
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costitutive possono essere trasferite nel dominio della variabile s sen- 


za alcuna modifica, sotto l'ipotesi di linearità e permanenza. In tabella 
I[T.3.1 tali trasformazioni sono riportate per il resistore, per i generatori 
controllati, per il nullore e per il trasformatore ideale. 


Tabella 1II.3.1 - Relazioni costitutive e circuiti equivalenti nel dominio 
della variabile s per i componenti senza memoria. 


Relazione Relazione costi- |Circuito eguivalente 
Componente costitutiva Circuito nel tempo |tutiva nel domi- | nel dominio della 
nel tempo nio della var. s variabile s 


v(t) = R i(t) V(s)  R Ks) 


Generatore 
di tensione 
controllato v(t) = r i(t) V(s) = rI(s) 
in 
corrente 


Generatore 

di tensione A 

controllato | ¿ (t) — A v. (t) У„(5) = A У (s) 
in 2 1 2 1 

tensione 


Generatore 
di corrente 
controllato |i (t) =K i (t) I, (s) = K L (5) 
in 2 1 ii | 
соггепге 


Сепегагоге 
Чї соггепге 
controllato i(t) = g v(t) I(s) = в V(s) 
in 
tensione 


11(9 i(t) 


Nullore v (t) voə(t) 


v (9 =n v(t) ; V (s) >p V,(s) 


Trasformatore 


рі 1 . Zoe 
ideale i lt) NO n um 


242 Applicazione della trasformazione di Lapiace all'analisi dei circuiti 111.3 


Gli elementi nel dominio della variabile s non hanno un signifi- 
cato fisico immediato, in quanto sono percorsi dalla corrente trasformata 
I(s) e sono sottoposti alla tensione trasformata V(s). Tali grandezze e- 
lettriche fittizie hanno dimensioni fisiche differenti da quelle delle gran- 
dezze reali corrispondenti. Tuttavia è facile vedere chei parametri rela- 
tivi ai componenti mantengono le dimensioni originarie. Ad esempio nel 
caso del resistore, il parametro R — V(s)/I(s) ha non solo lo stesso va- 
lore (per la proprietà di linearità), ma anche la stessa dimensione della 
resistenza elettrica. Tuttavia, per ricordare che non si tratta più di un 
rapporto fra grandezze nel tempo, ma nel dominio della trasformata di La- 
place, vengono utilizzate delle denominazioni differenti. 

Precisamente nel caso del rapporto fra tensione e corrente si par- 
la di impedenza (in luogo di resistenza); nel caso del rapporto fra cor- 
rente € tensione si parla а/а ammettenza, (in luogo di conduttanza). · 


= Componenti con memoria. 


Tali componenti sono caratterizzati da rełazioni costitutive di 
tipo integro-differenziale; per quanto è stato detto precedentemente, lo 
uso della trasformata di Laplace permette di ridurre tali relazioni a sem- 
plici relazioni algebriche. 


Condensatore: La relazione costitutiva del condensatore nel dominio del 
tempo è la seguente: 


° dv 
(Ш.3.19) i(t) — 
dt 
Trasformando secondo Laplace ambo i membri della relazione 
(III.3.19) ed applicando la proprietà di linearità e quella di derivazione, 
nell'ipotesi di condensatore lineare e permanente, si ha; 


(1.3.20) Қз) = SQ V(s) - С v(0) 


dove v(0°) rappresenta il valore iniziale della tensione ai capi del con- 
депѕасоге (1), La relazione algebrica (1.3.20) è la traduzione, nel domi- 
nio della variabile s, della relazione differenziale (III.3.19). Si può os- 
servare che l' espressione (III.3.20) è di tipo non omogeneo per la presen- 
za di un termine noto relativo alla condizione iniziale. Dal punto di vi- 


(1) - Si considera l'istante 0° per quanto detto in occasione della proprietà П delle 
trasformate di Laplace, per tenere conto di eventuali discontinuità in corrispondenza 
dell'origine dei tempi. 
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ista circuitale -espressione (Ш. 3.20) dà luogo alle Squinpure circui ta- 


Stanie iniziale si comporta nel dominio di s come un bipolo avente impe- 
denza pari ad а 1/sQ] (ovvero ammettenza pari ad sC). Nel caso di un con- 
densatore carico, occorre considerare la presenza di un opportuno gene- 
ratore che tenga conto della condizione iniziale; tale generatore puà es- 

, sere di corrente ovvero di tensione!’ [n quest ultimo caso si ha quindi 

\ l'equivalenza fra il condensatore carico nel dominio del tempo e l'insie- 
үте di due componenti bipolari opportunamente connessi nel dominio del- 


Па variabile s. ае 
еа 


Tabella 11.3.2 - Relazioni costitutive е circuiti equivalenti nel dominio 
della variabile s per il condensatore. 


Relazione co- Relazione costitutiva Circuito equi valente 
stitutiva nel nel dominio della va- nel dominio della va- 
tempo cempo riabile s riabile s 


Circuito nel 


I(s) = sC V(s) 


1 
V(s) = ©, I(s) 


al 


v(t) | i(t) 
sa (в) = sCV(s)- C v(0°) 


I(s) v(0°) 
V(s) = + 
sC s 


(1) - La corrente impressa I = Cv(0`) ë una grandezza trasformata. Essa ha infatti di- 
mensioni fisiche di [Farad] - [volt] = [ Ampere] * [sec]. Analogamente la tensione 
impressa V = v(0°)/s è una grandezza trasformata. Poiché le dimensioni di s sono 
sec] , le dimensioni di V ^ sono [Volt] · [sec 
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Induttore: La relazione costitutiva dell'induttore nel dominio del tempo 
è la seguente: 


di 
(111.3.21) «айын, = 
dt 

Trasformando secondo Laplace ambo i membri della relazione 


(III.3.21) ed applicando la proprietà di linearità e quella di derivazione, 
nell'ipotesi di induttore lineare e permanente, si ha: 


(1.3.22) V(s) = sL (5) = L. i(0°) 


dove 1(07) rappresenta il valore della corrente che percorre l'induttore 
all'istante iniziale. La relazione algebrica (III.3.22) è la traduzione nel 
dominio della variabile s della relazione differenziale (III.3.21). Si può 
osservare che la relazione (III.3.22) è di tipo non omogeneo per la pre- 
senza di un termine noto relativo alla condizione iniziale. Dal punto di 
vista circuitale l'espressione (I[I.3.22) dà luogo alle equivalenze mostra- 
te nella tab.III.3.2, la prima delle quali si riferisce al casoin cui i(0°)= 
— 0. Da questa tabella si vede che l'induttore non percorso da corrente 
all'istante iniziale si comporta nel dominio della variabile s comeun bi- 
polo di impedenza sL (ovvero ammettenza pari ad 1/sL). Nel caso inve- 
ce di un induttore percorso da una corrente iniziale, occorre considerare 
la presenza di un opportuno generatore che tenga conto della condizione 
iniziale; tale generatore può essere di tensione ovvero di corrente 1), In 
quest'ultimo caso si ha quindi l'equivalenza fra l'induttore carico all'i- 
stante iniziale nel dominio del tempo e l'insieme di due componenti bi- 
polari opportunamente connessi nel dominio della variabile s. 


Induttori mutuamente accoppiati: Le relazioni costitutive degli induttori 
mutuamente accoppiati nel dominio del tempo sono le seguenti: 


di, di, 
v (t) = L, Em + M ro 
(1II.3.23) 
di, di, 
= Mok Le 
: dade i y ` 


(1) - La tensione impressa V_=Li(0°) è una grandezza trasformata; essa perciò ha le 
dimensioni di [volt] * [sec]. Analogamente la corrente impressa Ic -i(0)/s è una 
grandezza trasformata avente le dimensioni di [ Ampere] * [sec]. 
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Tabella 111.3.3 - Relazioni costitutive e circuiti equivalenti nel dominio 
della variabile s per l'induttore. 


Relazione costi: Circuito mel Relazione costitutiva Circuito equi valente nel 
tutiva nel tempo tempo пер apa: della va- dominio della variabile s 
riabile s 


V(s)=sL I(s) 


1 
I(s) = = V(s) 


V(s)= sL I(s)- L i(0°) 


V(s) (0) 
I(s) = + 


sL E 


Trasformando secondo Laplace ambo i membri delle relazioni 
(11.3.23) ed applicando la proprietà di linearità e quella di derivazione, 
nell'ipotesi di induttori mutuamente accoppiati lineari e permanenti, si 
ottiene: 


V,(s) = sL, I, (5) + sMI,(s) - Li, (07) = Mi,(07) 


(III. 3.24) 
У.(в) = sM I,(s) + sL, I,(s) - Mi,(07) - L,i,(07) 


Le relazioni trasformate (III.3.24) sono di tipo algebrico; esse 
non sono omogenee per la presenza dei termini relativi alle condizioni i- 
niziali. Dal punto di vista circuitale, tali relazioni danno luogo alle e- 
quivalenze mostrate nella tab.III.3.4. 
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Tabella ІІІ.3.4 - Relazioni costitutive e circuiti equivalenti nel dominio 
della variabile s degli induttori mutuamente accoppiati. 


Relazione costitutiva e circuito nel tempo Relazione costitutiva e circuito equivalente 
nel dominio della variabile s 


V (s) =sL)I (s) + SML) 
V,(s) =GMÌ (9) МІРІНЕ 


у(Ә9-М — +L, — 
dt dt 


V (s)= sL 1 (s)+ sMI,(s)-L i (0)- M i,(0) 


V,(s)= sMI, (5) + sL_I,(s)-Mi,(0°)- L, (0°) 


111.3.3 - Trasformazione delle leggi di Kirchhoff nel dominio delia trasfor- 
mata di Laplace. 

Nel paragrafo precedente é stato visto che,utilizzandole trasfor- 
mate di Laplace delle grandezze elettriche al posto delle loro espressio- 
ni in funzione del tempo, é possibile ottenere dei componenti elettrici 
fittizi in corrispondenza a ciascun componente idealea costanti concen- 
trate. Le relazioni costitutive di tali componenti fittizi si ottengono tra- 
sformando (secondo Laplace) le relazioni costitutive dei componenti nel 
dominio del tempo. Nell'effettuare queste trasformazioni spariscono tut- 
te le operazioni di derivazione e di integrazione; perciò i componenti fit- 
tizi si comportano nel dominio della s come se fossero senza memoria. 
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Nel presente paragrafo viene dimostrato che non solo i singoli 
(componenti possono essere trasformati in componenti fittizi senza memo- 
ria net dominio di s, ma che tale operazione é possibile anche per l'in- 
tero circuito “а Costanti” concentrate, ottenendo in tal modo nel dominio di 
s un circuito. fittizio senza memoria. Per far vedere ciò è sufficiente ac- 
certare che una qualunque legge fisica che caratterizza il circuito reale 
(nel dominio del tempo) è è soddisfatta anche dalle grandezze elettriche 
trasformate, relative al circuito equi valente nel dominio di s. Le leggi 
fisiche che interessano nel caso dei circuiti sono quelle di Kirchhoff, 
che riguardano equilibri di correnti attraverso tagli ed equilibri di ten- 


tali leggi per le grandezze elettriche trasformate. 


Ғію.111.3.3 - Circuito considerato per 
la verifica delle leggi di Kirchhoff 
nel dominio di Laplace. 


Consideriamo a questo scopo la maglia composta dai bipoli 4, 5, 6 


7 del circuito di fig.III.3.3. Per tale maglia si ha in base alia seconda 
legge di Kirchhoff: 


(III. 3.25) "VOCE TIO E V = (0-0 


Applichiamo la trasformazione di Laplace ad ambo i membri della 
(11.3.25). Tenendo conto della proprietà di linearità, si ha: 


(Ш.3.26) P [-v (t +v,G(+v (©) - v, (0) —- V.) + V (s) + V,(s)- V. (s) =0 


La (Ш.3.26) dimostra che le trasformate delle tensioni dei bipoli 
del circuito di fig.III.3.3 soddisfano la seconda legge di Kirchhoff per la 
maglia considerata. Poiché è possibile operare nello stesso modo per o- 
gni maglia е per ogni taglio del circuito di fig.II[.3.3, si può concludere 
che la struttura che si ottiene, sostituendo in tale circuito a ciascun bi- 
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polo un nuovo bipolo, caratterizzato invece che dalla corrente e tensio- 
ne dalle relative trasformate di Laplace, è un circuito a costanti concentrate. 
Il ragionamento precedente può essere esteso ad ogni circuito. 


Infatti per ogni maglia di un circuito si ha, in base alla seconda legge 
di Kirchhoff: — | 


N 
(Ш.3.27) X £w(0-0 
k=1 


dove N è il numero dei rami facenti parte della maglia ed il segno posi- 

tivo o negativo dipende dall'orientazione di ciascun ramo nella maglia. · 
Applicando la trasformata di Laplace ai due membri della (III.3.27), si 

ottiene: 


N N 
(11.3.28) e| > %»ч,(0 | = X +Í [w(0) 
1 : k=1 


t Vi(s) = 0 


IMZ 
= 


Ciò è valido anche per le equazioni di equilibrio delle correnti 
nei tagli e perciò rimane dimostrato in generale che il circuito fittizio 
che si ottiene, sostituendo ad ogni componente il relativo componente o 


circuito equivalente nel dominio di Laplace, secondo guanto visto nel 
$ Ш.3.2, si comporta come un circuito fisico nel senso che soddisfa le 
leggi fondamentali dei circuiti a costanti concentrate, cioè le leggi di 


Kirchhoff. : 


1.4 - Analisi nel dominio di Laplace di un circuito lineare e per- 
manente. 


Come visto nel paragrafo precedente la struttura che si ottiene 
sostituendo a ciascun componente il relativo schema equi valentenel do- 
minio della trasformata di Laplace é un circuito a costanti concentrate 
senza memoria. Tale circuito è fittizio e si differenzia profondamente dai 
circuiti senza memoria considerati nel secondo capitolo per la presenza 
della variabile di Laplace s nelle relazioni costitutive dei componenti 
e per il fatto che invece delle grandezze elettriche sono presenti le rela- 
tive trasformate. Applicando a tale circuito fittizio i metodi di analisi 
sviluppati nel secondo capitolo, si ottengono le trasformate delle gran- 
dezze elettriche incognite. Tale modo di procedere, riassunto nella ta- 
bella III.4.1 prende il nome di «metodo simbolico di analisi nel dominio 
della variabile s» ed è valido solo se: 


a) le grandezze i impresse dai generatori indipendenti sono funzioni Î-tra- 
sformabili; 
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b) il circuito è è lineare e permanente. 
Е applicazione del пагода sinbolis di analisi richiede alcune | 


tervallo di Term t.e Da D'altra parte l'istante iniziale viene fissato ar- 
bitrariamente da chi effettua l'analisi del circuito. In particolare è sem- 
pre possibile nelle applicazioni scegliere tale istante iniziale in modo 
che per t<0 tutte le grandezze elettriche del circuito siano identica- 
mente nulle, cioè in modo che il circuito per t< 0 sia «a riposo». Tale 
scelta, perà, non è obbligatoria. 


Tabella 1!1.4.1 - Metodo simbolico di analisi nel dominio di Laplace. 


Operazione da eseguire 


Trasformare i generatori indipendenti come indicato nelle 
figg.IlI.3.1 e III.3.2. 


Trasformare i componenti senza memoria come indicato 
nella tab.IlI. 3. 1. 


Trasformare i componenti con memoria come indicato nel- 
le tab.III. 3.2, III. 3.3 e III.3.4. 


Applicare al circuito fittizio senza memoria risultante dai 
primi tre passi del procedimento di analisi, uno qualsiasi 
dei metodi di analisi sviluppati nel secondo capitolo. 


Avvertenza:,i coefficienti del sistema risolvente algebri- 
{co sono funzioni razionali reali della variabi- 
le s. 


| Antitrasformare le funzioni della variabile s ottenute nel 
passo 4, ricavando le grandezze elettriche richieste in 
funzione del tempo, con i procedimenti sviluppati nell'ap- 
pendice III. A. 


Nel caso che il circuito non sia a riposo per t € 0, occorre tenere 
conto mediante le condizioni iniziali dei fenomeni elettrici che hanno 
preceduto l'istante preso come iniziale Ció avviene automaticamente, 
quando sostituiamo ai componenti con memoria i loro circuiti equi valen- 
ti nel dominio di Laplace. Infatti in tali circuiti equivalenti sono presen- 
ti dei generatori indipendenti la cui grandezza impressa é proporzionale 
o alla tensione iniziale dei condensatori o alla corrente iniziale degli 


induttori. 
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Questi generatori indipendenti fittizi costituiscono il legame del 
circuito trasformato nel dominio di Laplace con il passato, in contrappo- 
sizione agli altri generatori indipendenti presenti che costituiscono il 
legame con la realtà esterna al circuito. 

La scelta dell'istante iniziale può essere tale che in corrispon- 
denza ad esso si abbiano delle discontinuità delle grandezze elettriche. 
Per tenere conto di tali discontinuità, occorre considerare nella de fini- 
zione (11.3.1) al posto dell'istante t=0, un istante infinitamente vicino 
posto alla sua sinistra, indicato correntemente con il simbolo 0°. 

Quando nel circuito agiscono più eccitazioni e,,e,,... A é u- 
suale fornire per esse l'andamento nel tempo riferito ad istanti iniziali 
diversi, che corrispondono spesso al momento d'inizio delle eccitazioni 
stesse. [n questa situazione conviene scegliere l'origine dei tempi coin- 
cidente con il valore piü piccolo tra questi istanti e quindi traslare di 
esso tutte le eccitazioni. Il calcolo delle trasformate delle eccitazioni 
dopo la traslazione suddetta può essere effettuato facilmente mediante 
l'applicazione della proprietà IV riportata nell'appendice III.A. 

Di seguito riportiamo alcuni esempi di applicazione del metodo 
di analisi simbolico riassunto in tab.III.4. 1). Ulteriori esempi verranno 


sviluppati nell'appendice III.C. 


Esempio lll.4.1. 


Nel circuito di #19.111.4.1 calcolare la corrente che percorreil condensatore nel- 
l'ipotesi di condizioni iniziali nulle. 

Dopo aver modificato il circuito come mostrato in fig.lll.4.2, in modo da inglo- 
bare l'azione dell'interruttore nella funzione di eccitazione, applichiamo passoper pas- 


so il procedimento di tab.1l1.4.1. 


e(t) = Еч , (0 


Fig.lll.4.1 - Circuito considerato nell'e- Fig.lll.4.2 - Circuito ottenuto da quel- 
sempio III.4.1. lo di fig.III.4.1 eliminando l'interrut- 
tore. 


Passo 1. Calcoliamo la trasformata di Laplace della funzione di eccitazione. Utilizzando 
l'appendice Ш.А, si ha: Eg 
Et) = L [Еси (0) = — 


s 


(1) - Per una completa comprensione di tutti i passaggi analitici sviluppati negli esem- 
pi, si consiglia.di leggere preventivamente l'appendice Ш. A. 
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Passi 2,3. Il circuito equivalente neldominio della variabile s è quello di fig.HI.4.3. 


R 
Fig.111.4.3 - Circuito fittizio nel domi- 4 
nio della variabile s, equivalente a E 1 
quello di fig.III.4.2. (s) I(s) = 
sC 
Passo 4. Analizziamo il circuito fittizio su base maglie; si ottiene: 
1 
R + — |I(s) = E(s) 
SG 
Risolvendo rispetto ad l(s), si ha: 
Eo 1 EE 
I(s) = Cid ÁÁ- i YU 
s 1 sRC + 1 
R + — 
sC 
Ri 
Passo 5. Antitrasformiamo l'espressione di 
l(s): m - + 
E,/R 5 
I(s) - - ==! (D e(t) Ro v. OO 
s +1/RC = 


in base alla formula ricavata nell' appen- 
dice III. A.5: Fig.lll.4.4 - Circuito considerato nel- 
l'esempio III.4.2. I valori dei compo- 
We nenti soo: у = h R,=2, C=1, e(t)- 
qu | F ua =ug(0) (0, F, V). 
-1 


sta 


Si ottiene per la proprietà della linearità della trasformata di Laplace: 


Ep 
е ЕС ч ,0 


i(t) = — 
R a 
Tale espressione coincide con la (III. 1.24) del $ Ш.1, dove lo stesso circuito 


qui considerato è stato risolto con il metodo di analisi nel dominio del tempo. 
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Esempio lIl.4.2. 


Nel circuito di fig.111.4.4 determinare l'andamento della tensione ai capi del 


condensatore, nell'ipotesi di condizioni iniziali nulle. 


Passo 1. La trasformatadella tensione impressa dal generatore è, come risulta dall'ap- 
pendice Ш.А. 2: 


55 [ugo] =1 


Passi 2,3. Il circuito equivalentenel dominio della variabile s è quello indicato in figura 
Ш.4.5. 


Passo 4. Analizziamo il circuito di fig.III.4.5 su base nodi, prendendo come incognita la 


tensione Ve) ai capi del condensatore. Si ha per il nodo 2: 


1 
(sie 1 )У/9-1-9 
2 E 


Ф 1 6) 


Еї9.11.4.5 - Circuito fittizio nel dominio 
di s, equivalente a quello di fig.III.4.4. 1 (|) pat 2 


L'equazione di equilibrio del primo nodo non è necessaria, in quanto non è ri- 


chiesta la corrente erogata dal generatore. Dall'equazione precedente, si ha: 


1 
Vie = 
° s + 3⁄2 


Passo 5. Antitrasformando l'espressione della tensione incognita, ottenuta nel passo 4, 
si ha: 
1 


v. (OO = f | |- e bt u (0 


5+ 1,5 


Esempio lll.4.3. 


Nel circuito di #19.111.4.6 determinare l'andamento della corrente che percorre 


l'induttore, nell' ipotesi di condizioni iniziali nulle. 


- 
< 
^ 
~ 
Ф 
— 
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Passo 1. In base all'appendice III. A.2, la trasformata della tensione impressa è: 


b la uW] = 2. 


5 


Ғію.111.4.6 - Circuito considerato nell'e- 
sempio III.4.3. I valori dei componenti 
sono: R-8, L-1, С=1/25, v (e) =20 (t), 
(Q, H, F, V). 


8 I(s) 

Fig.1ll.4.7 - Circuito fittizio nel dominio + 5 
di s, equivalente а quello considerato in 2 
fig.III.4.6. ET 
s 


Passi 2,3.П circuitoequivalente nel dominio di s è quello indicato in fig.IIl.4.7 (accanto 


ai bipoli R, L, C è indicata la relativa impedenza). 


Passo 4. Analizzando il circuito fittizio su base maglie, si ha: 


25 2 
(s Ts 2) I(s) = — 
s s 


da cui si ottiene: 


Passo 5.Per antitrasformare la corrente I(s), occorre effettuare lo sviluppo in frazioni 
parziali (cfr. appendice III. A. 4). Si ottiene: 


s? + 8s + 25 - (s + sQ(s + s 
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соп: 
So 7 4 55139 
st = 443 
Quindi si ha: 4 
А А 
I(s) = + 
5 + So s + sŠ 
dove: 
| 2 2 2 j 
А -lY(s)'(st s, _ = = = == = ¿=s = 
dion: gig -4+j3+4+j3 j6 3 
0 s= Sq 
In conclusione risulta: 
-j/3 j/3 
Is) = ———— + _ 
stá-j3 s+44+j3 


L'espressione precedente può essere facilmente antitrasformata, come segue: 


j (-4+j3)t 
e 


i) =- — u t elia 
" қ 


40 


E importante mettere in evidenza che la corrente i(t) deve essere una quantità 
reale, sia per ragioni fisiche, sia perché e l'antitrasformata di una funzione l(s) razio- 


nale а coefficienti reali (cfr. appendice III. A.5). Infatti, si ha: 


1 š À 

Ку = е tpj нуі) = 
3 2 
2 eit = ejt 2 

= — grt —I 109 =— e` sin3t*u 19 
3 2j » 3 Б 
Esempio 11!.4.4. 
Nel circuito di #19.111.4.8, determinare l'andamento деа tensione ai capi del con- 


densatore per t> 0. 


Ғію.!11.4.8 - Circuito considerato nell'e- 
sempio III.4.4. I valori dei componenti 
sono: R=2, C=1, v (t)= u 10% ус (0)=2 
(0, Е, v). š | 
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Passo 1. Si ha: 


1 
v (з) = 2 [v (0)  — 
Е Е s 


Passi 2,3. Il circuito equivalente nel dominio di s è indicato in fig.III.4.9. Occorre fare 
attenzione al fatto che tutto il bipolo connesso tra i nodi A e B e compreso entro la li- 
nea tratteggiata, corrisponde al condensatore C carico nel dominio del tempo (non vi e 


perció corrispondenza in questo caso fra il condensatore ed il bipolo di impedenza 1/s). 


Passo 4. Analizzando il circuitodi fig.III.4.9 su base maglie, si ha: 


da cui: 
3 
s 3 
I(s) = = 
1 2s+1 
24 — 
s 
ed inoltre: 
' 1 2 3 2 
У (5) = У, (5) ---- I(s) + — =- ——— 4 — 
е ВА s s s(2s+1) s 


Passo 5.Perantitrasformarel'espressione di V (s), occorre effettuarne lo sviluppo in 


frazioni parziali (cfr. appendice III. A.4). Si ottiene: 


2 3/2 2 A B 2 
У (s) =- ———— + — = - ——ə + — = — + a= 
E 5(25 + 1) s 1 s s st1/2 s 
sist 
2 
dove: 3 3 
2 2 
A=- == 3 ; В---- = 3 
A s 1 
s+ — з=» — 
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Si ha quindi: 


3 3 2 1 3 
V (s) =- — + в------% 
M s 1 s s 1 

Өл == s+ — 

2 2 
da cui si ottiene: 
v.(0 = £7 [vi] =- (о +3 67950 (0 
2 


Ғіа.111.4.9- Circuito fittizio nel dominio di s, equivalente a quello consi- 


derato in fig.HI.4.8. 


Osservazione !11.4.1. 


Come detto in precedenza, le eccitazioni presenti nel circuito fittizio, che si 


ottiene applicando il metodo simbolico di analisi, sono di due tipi: 


. + H . + 1 + . H H B 
a) eccitazioni derivanti da L- trasformate di generatori effettivamente presenti nel cir- 
cuito nel dominio del tempo; 


b) eccitazioni derivanti dalla presenza delle condizioni iniziali; queste ultime eccita- 


zioni non corrispondono a generatori presenti nel dominio del tempo, 


Per quanto riguarda l'analisi del circuito non vi è alcuna differenza frale ecci- 
tazioni del tipo. a) e del tipo b). Ciò rappresenta un importante vantaggio del metodo 
simbolico sul metodo integro-differenziale, in quanto, come si è visto nel $ III. 1, ri sul- 
ta complesso tenere conto delle condizioni iniziali nell'applicazione di quest'ultimo. 
Tuttavia, tale vantaggio può essere esteso anche al metodo integro- differenziale fa- 
cendo in modo che i generatori del tipo b) siano esplicitamente rappresentati nel do- 
minio del tempo. Per raggiungere questo scopo occorre ricavare dei circuiti equivalen- 
ti nel dominio del tempo per i componenti reattivi del tipo di quelli considerati nelle 
tabelle III.3.2, Ш. 3.3 e III.3.4. Ciò è stato fatto, limitatamente all'induttore ed al con- 
densatore, nella tab.III.4.2, tenendo conto delle funzioni del tempo che corrispondono 
alle funzioni della variabile s, presenti come grandezze impresse nei circuiti equiva- 
lenti delle tabelie del 5 Ш.35, € dei risultati riportati nel ӛШ.А.5. 

Nei circuiti equivalenti della tabella 1.4.2 sono presenti degli induttori e con- 


densatori, che debbono essere considerati scarichi all'istante t-0 . La condizione i- 
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Tabella 11.4.2 - Circuiti equivalenti nel dominio del tempo dell'indutto- 
re e del condensatore nel caso di condizioni iniziali non 


nulle, 


ë Circuito equivalente con Circuito equivalente con 
omponente d 3 ыы» di К А TN 
grandezza impressa a gradino grandezza impressa impulsiva 


Condensatore 


A 
b 

С T v(t) v(0)u 100 
p 


Induttore 


A 
Hio 
i(0°)u (1) 
i | > A asit н бб 
0 
B 


/|niziale è simulata dalla presenza di un opportuno generatore che può essere di tipo im- 


| pulsivo o di tipo a gradino.\I due tipi di generatori hanno un comportamento differente 
; nel circuito equivalente in cui sono contenuti. Infatti nel caso dei circuiti in cui è pre- 


sente un generatore di tipo impulsivo ed un componente scarico, si ha il seguente com- 


portamento (illustrato per il condensatore in fig.III.4. 10): 


Т) il generatore esplica istantaneamente la propria azione per t=0, mentre per t? 0 la 


grandezza impressa è nulla, per cui esso può non essere considerato; 


x ve) ү | v(t) x 9 
t t 
a) b) c) 


Ғіо.111.4.10- Andamento della tensione ai capi di un condendatore: a) quando 
non si usa il circuito equivalente (di tab.II1.4.2); b) quando si usa il circuito 
equivalente con grandezza impressa impulsiva; c) quando si usa il circuito 
equivalente con grandezza impressa a gradino. 
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2) il componente reattivo presente nel circuito equivalente, scarico all'istante t=00 


viene istantaneamente caricato e portato in condizioni identiche a quelle del componen- 
Ў Е 
te reale all'istante с-0  (fig.Ill.4.10a e b); 


3) negli istanti (5207 il comportamento sia del resto del circuito in cui si trova il 
condensatore sia del condensatore è lo stesso che si ha quando non si usa il circuito 


equivalente. 


Nel caso dei circuiti equivalenti contenenti generatori a gradino, si ha invece 


il seguente comportamento (illustrato per il condensatore іп fig.III.4. 10): 


1) il generatore esplica la propria azione in tutto l'intervallo t » 0, nel quale si studia 


il fenomeno elettrico; 
2) il componente reattivo rimane scarico all'istante t=0; 


3) negli istanti t>0, il comportamento del resto del circuito in cui si trova il conden- 
satore è identico a quello che si ha quando non si usa il circuito equivalente, mentre il 
comportamento del condensatore è diverso, come messo in evidenza in Нр.Ш.4.10с. In 
questo caso infatti è necessario considerare in ogni istante il contributo del generatore 
aggiuntivo e solo la somma delle due tensioni fornisce la tensione che si avrebbe ai ca- 


pi del condensatore nel caso in cui non si usasse il circuito equivalente per questo. 
Le considerazioni precedenti sono di grande utilità, in quanto» 


1) sono valide anche nei casi in cui non è applicabile il metodo simbolico (per esem- 


pio quando qualche grandezza impressa non è б trasformabile); 
2) permettono di trattare in modo unificato i generatori esterni e le condizioni iniziali; 


3) semplificano la trattazione delle condizioni iniziali. 


Esempio III.4.5. 


Dato il circuito di {19.111.4.11, determinare un circuito equivalente con condizio- 


ni iniziali nulle per t>] sec. 


v (t) 
g 


Fig.lll.4.11 - Circuito considerato nell'esempio III.4.5. I valori dei componenti 
sono: R=2, C- 1, «(0) -0, v (t) =2 u (0), (О, Е, У). 


L'andamento della corrente i(t) nel circuito di fig.III.4.11 ё dato dalla seguen- 
te equazione (vedere l'esempio III. 4. 1): 
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2 
i(t) = — e"YRC u 109 = ev u 19 
R È Ж 


Perció la tensione MAC ha la seguente espressione: 


1 t 2 t 
v (9) = 3 i(7)dr г eU ar =- [ae] = (26283 (0 
È - 
0 0 


All'istante t- 1, risulta: 


v0 = 2 (1- 795) = 0,787 V 


Di conseguenza all'istante t=1, il circuito dato ë equivalente a quello mostrato 


in fig.III. 4.12. 


Fig. 11.4.12 - Circuito di fig.III.4.11 
ail istante t=] sec. I valori delle ten- 
sioni sono: " < 2, `V o 0,787 СУ). 


Il circuito di fig.III.4.12 può essere considerato come stadio iniziale per l'ana- 
lisi dell'evoluzione successiva del fenomeno elettrico. Perció, in base all'equivalenza 
riportata in tab.III.4.2, si ottiene il circuito di fig.III.4.1 3, in cui il condensatore ё sca- 


rico all'istante iniziale t=1 sec. 


v (t) 
Е 


Еію.111.4.13 - Circuito da analizzare al posto di quello di fig.III.4.11 per 
t> lsec. I valori delle tensioni sonop vw 6095 24 it 1) Ж (1) =0, v 109 = 
= 0,787 u 40D ME Uu 
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11.5 - Impiego dei metodi alle differenze finite per l'analisi dei 
circuiti. 


Quando le dimensioni del circuito da analizzare sono tali da ren- 

dere eccessivamente onerosa l'applicazione del procedimento di analisi 
simbolica, descritto nel paragrafo precedente, occorre prevedere l'impie- 
go del calcolatore. I vari passi di tale procedimento, riportati in tabella 
Ш.4.1, presentano difficoltà diverse di implementazione, su cui è oppor- 
tuno soffermarsi. Precisamente, il passo 1, riguardante la determinazio- 
ne delle -trasformate delle grandezze impresse esterne, è facilmente 
eseguibile solo nel caso di funzioni assegnate in forma chiusa e di cui 
¿si conosca la |- trasformata. In caso contrario, occorre intervenire attra- 
егес i metodi di integrazione numerica con notevole aggravio del proce- 
rl: 
я П passo Ф richiede la determinazione delle grandezze elettriche 
come funzioni della variabile s. ‘A questo riguardo mal si prestano i me- 
todi considerati nel secondo capitolo. Occorre fare riferimento a metodi 
pià evoluti, del tipo di quelli topologici citati nell'appendice II. D. F par- 
ticolarmente sentito in questo caso il problema dell'eliminazione di fat- 
tori comuni tra denominatore e numeratore delle funzioni ottenute. 

Il passo 5 presenta minori difficoltà degli altri, quando la funzio- 
ne da antitrasformare é razionale reale, come accade nella maggior parte 
dei casi nei quali sono razionali le trasformate delle funzioni di eccita- 
zione. Possiamo infatti applicare il procedimento dello sviluppo in fra- 
zioni parziali, riportate in tab.III. A.2, che presenta ace difficoltà nu- 
merica solo nel caso che siano presenti poli multipli 

L'andamento nel tempo delle grandezze elettriche, fornito dal cal- 
colatore, è relativo ovviamente ad un numero di istanti, scelti a priori ed 
usualmente disposti in modo uniforme sull'asse dei tempi. 

Tralasciando le difficoltà legate alla scelta degli algoritmi più 
opportuni ed alla loro implementazione su calcolatore, si possono consi- 


\derare i principali vantaggi ed inconvenienti connessi cos-uapracedi- 


(mento automatico di analisi basato sulla trasformazione di Laplace. I 


principali vantaggi sono:) 
7 Determinazione molto accurata dell'andamento nel dominio del tempo 
a AAA ыы, 225 25 еч 
delle grandezze desiderate; 


2) Possibilità di calcolare tali grandezze in istanti di tempo qualsiasi 
senza alcun vincolo; 


(1) - Nel caso di poli multipli per ovviare a difficoltà numeriche, che sorgono in questo 
caso, occorre usare tecniche piü evolute, quali ad esempio quelle descrittein O. Brugia, 
« À non iterative method for the partial fraction expansion of a rational function with hi gh 
order poles», SIAM Review, vol.7, n.3, 1965. 
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3) Validità dei risultati senza che sia necessario effettuare verifiche 
particolari sul circuito in esame. 


= agua — asa Я 
|I principali inconvenienti sono:] 
. M + . + x . - . . 
Difficoltà di analisi in presenza di eccitazioni non assegnate in for- 


pae ovvero assegnate solo per punti; 


Necessità di effettuare tante antitrasformate quante sono le grandez- 
ze richiest RR DI UII IM ETRE 
Particolarmente rilevante è lo svantaggio indicato al punto 1), 
che esclude l'analisi automatica nel dominio di s per ш.а vasta classe 
di situazioni di interesse pratico, nelle quali l'eccitazione è nota solo 
per punti. In questi casi il metodo di calcolo deve comportarsi come un 
«simulatore nel dominio del tempo» del circuito stesso, cioè deve avere 
le seguenti caratteristiche: 


XK accettare funzioni di eccitazione di andamento generi assegnato 
per punti; 


„Жї fornire le grandezze incognite per punti, calcolando il loro valore in 
corrispondenza a ciascun valore delle eccitazioni / 
É evidente che il metodo di analisi basato sulla trasformata di 
Laplace non possiede tali caratteristiche. 
Nel caso dei circuiti senza 
memoria é molto semplice ottenere 
un simulatore del tipo detto. A tale 
scopo, infatti, è sufficiente utiliz- lugo i i 
zare in modo ripetitivo il program- delle eccitazioni 
ma NODI, introdotto nel secondo 
capitolo, come indicato nella figu- ^ 
ra Ш.5.1. Supponendo infatti di IRE con 
scegliere sull'asse dei tempi un nu- 
mero di istanti pari a KT (ugual- 
mente intervallati oppure no), per Stampare i K-simi campioni 
ogni istante generico K, K=1,2,.. delle grandezze incognite 
“КТ, vengono assegnati i valori 
delle eccitazioni;il programma prov- 
vede a calcolare corrispondente- 
mente i valori delle grandezze in- 
cognite. 

Il simulatore indicato in fi- 
gura III.5.1 non presenta difficoltà 
di alcun genere, poiché il circuito STOP 
considerato à senza memoria. Nel Fig.1ll.5.1 - Simulatori per circuiti 
caso dei circuiti con memoria, l'e- senza memoria. 
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stensione del metodo di analisi indicato in fig.III.5.1 richiede l'utilizza- 
zione di particolari algoritmi che tengano conto della presenza delle o- 
perazioni differenziali. Gli algoritmi i in questione sono noti nell' analisi 
numerica con il nome di metodi alle differenze finite! Tali metodi si ba- 
sano sul calcolo approssimato dell' operazione di detivazione, presente 
nella definizione dei componenti con memoria, quali il condensatore e 
l'induttore. Nel paragrafo seguente verranno introdotti alcuni dei princi- 
pali metodi utilizzabili a questo scopo! ). 


11.5.1 - Algoritmi alle differenze finite e relativi metodi di analisi‘?).. 


Si considerino due grandezze funzioni del tempo x(t)\ed y(t), le- 
gate fra loro dalla relazione: 


(ILL. 5.1) (уа 


Si supponga inoltre che le du zioni siano note solo in un nu- 

mero finito d oaa di tempo peri a PU) con l'ulterioreipotesi che sia- 
по ugualmente intervallati di un tempo T (intervallo di campionamento). 
«Siano.tali valori. rispettivamente: 


(III. 5.2) (Xp Xy e Хр Хұт | 


— шы > M 


(III. 5.3) УІ» Уә» Ug <-Уұт 


Se nella (III.5.1) l'operazione di derivazione viene approssimata 
mediante il rapporto incrementale calcolato per un intervallo di campio- 
namento, si ottengono gli algoritmi di Ешіего 3), 


(1) - Nel passaggio dai circuiti con memoria ai corrispondenti simulatori si effettua il 
passaggio dalle equazioni differenziali alle equazioni alle differenze finite. Tale tra- 
sformazione ha notevoli implicazioni di tipo numerico, per le quali si rimanda ai testi 
di analisi numerica. Si veda ad esempio: G.Pesamosca, « Elementi di analisi numerica», 
Ed. Sistema (Roma), 1976, Cap.5. 


(2) - In questo paragrafo ci limiteremo a considerare solo alcuni algoritmi elementari, 
rimandando per ulteriori approfondimenti sull' argomento a G. Pesamosca, op. cit. ed a 
L. Chua e Pen-Min-Lin, op. cit. In particolare considereremo due algoritmi del primo or- 
dine ed uno del secondo ordine. 


(3) - Gli algoritmi di Eulero considerati nel testo sono del primo ordine, cioè come ve- 
dremo successivamente nel $ III.5.2, l'errore che si commette nell'applicarli in ogni 
passo è proporzionale alla seconda potenza dell'intervallo di campionamento. 
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Precisamente si ha l'algoritmo di Eulero di tipo|direttolquando: 


Е А) 2 NN S -(х5 pre 
чо = / m Nip NE A] 
(III. 5. 4) | (Уу lc | X | 


quello di Eulero di tipo inverso quando: 


II m CES G 163, 
(Ш.5.5) | /.y f | (eT m 


ЕНЕ rt 


е 
й 
x 
A 
РИ s 
A | w—.M.... 


quello di Ешего modificato o trapezoidale‘), quando: 


iN kir Š £ A i 
РЧ л г 4 X K Ska "EJ 
(Ш.5.6) орт ^ Ч > (у ені > Y DES T 


N 


x 


Ciascuno di questi algoritmi può essere facilmente interpretato 
di vista circuitale. Precisamente nel caso di un induttore, po- 


dal punto 
пепо: | ез 
i(t} = x(t) e v(t) = y(t) 


si ottengono le seguenti espressioni per i tre algoritmi partendo dalle 


(1.5.4), (Ш.5.5) e (1.5.6): T 
Ú е .L ат © 


и” 
fuero diretto: 


F x T 
(III. 5.7) ETT NE + I vi 
Q Euler inverso: ЖАЛ ГБ. 
КЖ ЖТ T 
(III. 5.8) L Т 6 cT т а il 
> jj — tet) 
X" trapezoidale: | [ 
fer” ` / 3 ` E T | u »t )^ 
(HIT. 5.9) E Uu ST D E Lad 
L АЕА 


(1) - L'algoritmo trapezoidale o di Eulero modificato (si veda ad esempio G.Pesamosca, 
op. cit., pag.243), ë un algoritmo del secondo ordine, in quanto l'errore commesso in 
ciascun passo ë асре сома al cubo dell'intervallo di campionamento, come vedremo 
successivamente nel $III.5.2. 
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In ciascuno di questi algoritmi le quantità v, edi, debbono con- 
siderarsi note, in quanto si riferiscono.all'istante precedente, mentre le 
quantità v Ta ed іар sono incognite! Si ottengono allora facilmente gli 
schemi equivalenti riportati in tab.I{{.5.1. Si vede che nel caso del me- 
todo diretto di Fulero si ottiene come schema equivalente un semplice 
generatore di corrente, mentre negli altri due casi si ha uno schema e- 
сш valente costituito dal parallelo di un resistore e di un generatore di 


corrente. 


Tabella 11.5.1 - Algoritmi e schemi equivalenti con i metodi alle diffe- 
renze finite nel caso dell'induttore. 


Schema del compo 
Metodo Algoritmo nente nel dominio 
del tempo 


Schema equivalente 


Eulero 
diretto 


Eulero 


inverso 


Trapezoidale 


Considerazioni del tutto analoghe possono essere fatte nel caso 
del condensatore, ottenendo gli algoritmi e gli schemi mostrati nella ta- 


bella III. 5.2. 
E evidente che ciascun algoritmo alle differenze finite, essendo 


di tipo approssimato comporta degli errori e degli scostamenti rispetto 
al circuito originario. Tuttavia, nell'ambito delle approssimazioni pro- 
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prie di ciascun metodo alle differenze finite, un circuito elettrico con 
memoria può essere analizzato utilizzando gli schemi equivalenti ripor- 
tati nelle tabelle Ш.5.1 e ІП.5.2. Gli stessi schemi possono essere uti- 
lizzati allo scopo di fornire le opportune condizioni iniziali. Si ottiene 
quindi un procedimento di analisi, come messo in evidenzain tab.III.5.3. 


Tabella 111.5.2 - Algoritmi e schemi equivalenti con i metodi alle diffe- 
renze finite nel caso del condensatore. 


Schema del com- 
Metodo Algoritmo ponente nel do- 
minio del tempo 


Schema equivalente 
all'istante (k+1)*T 


Eulero 
diretto 


Eulero 
inverso 


Trapezoidale 


Е facile verificare che tale metodo permette di ottenere sul calcolatore 
un simulatore del circuito con memoria considerato, che fornisce un va- 
lore delle grandezze elettriche di interesse per ogni istante di campio- 
namento; l'intervallo di campionamento di tale simulatore risulta costante. 
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Tabella 1i11.5.3 - Analisi di un circuito con il metodo alle differenze fi- 


nite, 


Operazione da fare 


Sostituire ad ogni induttore ed a ogni condensatore il rispettivo 
schema equivalente alle differenze finite di tab.III.5.1 e Ш.5.2 


a seconda dell'algoritmo prescelto, con T intervallo di campio- 


namento. 


Analizzare il circuito risultante con K=0, assegnando alle ec- 
citazioni il loro primo valore ey; porre nel circuito perogni con- 


densatore: 


dove V. 
pi ed 


0 
10 = iLo ; 


er ogni induttore, dove ij o rappresenta la corrente iniziale che 


o percorre. 


Determinare la grandezza elettrica o le grandezze elettriche di 
interesse nel circuito e per ogni componente reattivo la rispet- 


tiva tensione e corrente Yi 


Analizzare il circuito con K=1, assegnando alle eccitazioni il 


loro secondo valore еҙ ed utilizzando negli schemi equivalenti 


dei componenti reattivi le tensioni e correnti ottenute nel pas- 


so 3. 


Ripetere i passi 3) e 4) per i successivi valori di K. 


rappresenta la tensione iniziale presente ai suoi ca- 


1.5.2 - Valutazione degli errori connessi соп i procedimenti di analisi 


(II. 5.10) 63-6 ( Yeu e 


basati sui metodi alle differenze finite. 


Per valutare in modo quantitativo gli errori che si commettono a- 
nalizzando un circuito con il metodo alle differenze finite considerato 
in precedenza, si faccia riferimento all'andamento esatto che una certa 
grandezza ha in funzione del tempo; indichiamo con x(t) taleandamento. 
Detto x(t,) il valore assunto all'istante t, e posto: 


— 
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si ha dalla formula di Taylor, sviluppata nell'intorno dell'istante t,: 


2 3 


T T 
(5.1) жо) xt) H Tx) Pet x") 6 


dove €y rappresenta la somma dei fattori dipendenti da potenze supe- 
riori o uguali a T*. 
Applicando l'algoritmo diretto di Eulero, per un solo passo, a 


partire dal punto x(t,) si ottiene: 


(III. 5.12) хы Vo x(t) + T x' (t) 


dove x,,, è il valore approssimato di x(t,,,) ottenuto tramite tale algo- 


ritmo. L'errore corrispondente, definito dalla relazione:! 


=—____——T—_ > 


(1.5.13) Е 


risulta uguale a: 
3 


" Т " 
x"(t,) + T x (с) + €y 


T Т? 
(LII. 5. 14) Е Еа 


Tale errore viene denominato come, үкёггоге. locale»,in quanto si 
riferisce ad un solo passo di integrazione. | |Definendo come ordine di un 
algoritmo l' esponente che nell'espressione dell'errore locale moltiplica 
l'intervallo di campionamento, diminuito di uno, vediamo che l'algoritmo 
di Eulero diretto è un algoritmo del primo ordine. ‘Procedendo in modo a- 
nalogo si ha!) per l'algoritmo di Eulero inverso il seguente errore loca- 
le: 


T? T? 
(III.5.15) Es T^ 5 x") + E "et ер, 
e per l'algoritmo trapezoidale: 
T : 
(Ш.5.16) Ер =- a Ut em, 


(1) - Per la derivazione delle (III.5.15) e (1.5.16) si rimanda ai testi di analisi numeri- 
ca citati in precedenza. 
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In base alla definizione precedente di ordine si vede che l'algo- 
ritmo di Eulero inverso é del primo ordine e quello trapezoidale del se- 
! condo ordine. Si può quindi concludere che, per quanto riguarda gli erro- 
«ri locali, il metodo trapezoidale presenta dei vantaggi in corrispondenza 
га piccoli v; valori dell'intervallo di campionamento, mentre i due metodi di 
| Ешего sono sostanzialmente equivalenti. 
L'analisi effettuata sull'entità degli errori lo е n aspet- 
to della valutazione globale. degli errori associati ad ic 
_differenze finite] Infatti l'errore locale si riferisce ad un singolo passo 
di integrazione, s Supponendo esatte le condizioni iniziali relative al pas- 
so precedente; in realtà il metodo delle differenze finite è adoperato per 
sostituire l'equazione differenziale di partenza per un numero molto ele- 
vato di passi di integrazione, per cui è necessario introdurre un criterio 
diverso di valutazione, detto «errore totale ». 
L'errore totale E, in corrispondenza al passo (k+1)-esimo è de- 
finito dalla relazione: 


(III. 5.17) É = xt) - x 


t k+1 


dove x,,, è il valore ottenuto con il metodo alle differenze finite dopo 
k+1 passi di integrazione a partire dal valore iniziale esatto: 


(III. 5.18) x, = x(t.) 


L'entità dell'errore totale dipende dalle seguenti quantità: 


1) dal valore dell'errore locale associato a ciascun passo; 
2) dal tipo di algoritmo impiegato; 
3) dal circuito analizzato. 
Nei riguardi del punto 1), si può affermare che a parità di altre 
condizioni, si ottiene un errore totale inferiore se si hanno errori locali 


inferiori. Perciò si può concludere che, a parità di circuito analizzato, 

si ha: 

a) l'errore totale diminuisce al diminuire dell'intervallo di campionamen- 
13. 

to T 


b) l'errore totale diminuisce piü rapidamente al decrescere dell'interval- 
lo T se si utilizza l'algoritmo trapezoidale. 


(1)- É importante osservare che la diminuzione di T fa crescere pericolosamente gli 
errori aritmetici, per cui è sempre necessario controllarla in rapporto anche al numero 
di cifre con cui si lavora. 
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Nei ri guardi del punto 2) e cioè del comportamento dell' algoritmo 
considerato nei confronti dell'errore totale(!), è importante stabilire se 
gli errori parziali si accumulano sempre con lo stesso segno ovvero si 
sottraggono gli uni agli altri. Nel primo caso infatti si può avere un er- 
rore totale molto grande ed al limite una instabilità numerica del metodo 
alle differenze finite. 

Si può dimostrare che in alcuni casi il metodo diretto di Eulero, 
per alti valori di T, comporta instabilità numerica, a differenza di quan- 
to accade per il metodo inverso di Eulero e per il metodo trapezoidale. 

Per valutare il punto 3) e cioè l'effetto delle proprietà del cir- 
cuito analizzato sull'errore totale, è necessario prima esaminare ulterio- 
ri proprietà del circuito stesso; perciò tale punto verrà sviluppato suc- 
cessivamente nell'appendice C riportata alla fine del testga cui si rimanda. 


{1.6 - Analisi automatica dei circuiti con memoria p il metodo 


alle differenze finite? , (o Protoi оо 
\ 


Nel presente paragrafo verrà descritto in dettaglio un metodo per 
l'analisi automatica dei circuiti elettrici con memoria, basato sul metodo 
trapezoidale (differenze finite), introdotto nel ŠIIL.S.1 (3) Lo schema а 
grandi linee del programma di calcolo sviluppato é quello mostrato in fi- 
gura II.6.1. 


Descriviamo di seguito in dettaglio i singoli blocchi: 


Blocco | 


Il blocco I (dati di ingresso) è strutturato come indicato in figu- 
га 11.6.2, da dove si vede che esso si compone di due sottoblocchi. Il 
primo, sottoblocco 11, ha lo scopo di assegnare i valori dei componenti 
del circuito ed i valori iniziali delle grandezze elettriche peri componen- 
ti reattivi. Per la descrizione di tale sottoblocco si richiama quanto det- 


(1) a È interessante ricordare che può accadere in particolari condizioni che si abbia la 
sovrapposizione alla soluzione che si vuole calcolare di soluzioni estranee (o parassite) 
dovute alla propagazione di errori. Tale soluzione parassita partendo da valori iniziali 
anche piccoli può aumentare oscillando fino a dominare la soluzione calcolata. Per l'e- 
same di tali fenomeni si rimanda ai testi di analisi numerica. 


(2) - Nell'appendice II.B viene fornita la traduzione in FORTRAN del programma qui 
presentato. 


(3) - Metodi di analisi che utilizzano altri metodi alle differenze finite possono essere 
ottenuti da quello qui descritto con poche modifiche. 
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to nel 51.11, con la seguente avvertenza relativa ai generatori indipen- 
denti (di tensione o di corrente) eventualmente presenti nel circuito: per 
ogni generatore indipendente deve essere fornita, oltre alla posizione 
nel circuito, i valori che la relativa grandezza impressa assume nei va- 
ri istanti d'interesse, successivi a quello iniziale. Tali valori successi- 
vi non sono assegnati tramite il sottoblocco [1, ma nel blocco M2 de- 
scritto successi vamente. Le altre quantità di ingresso, assegnate nel 
sottoblocco I2, sono: 


I - Ingresso dati 


М1 - Modifica della topologia 
del circuito 


NTEMPO - 0 


SR - Analisi all'istante 
NTEMPO 


M2 - Modifica dei va- 
lori dei generatori 


U- Stampa dei risultati 
all'istante NTEMPO 


NTEMPO = NTEMPO +1 


Fig.lil.6.1 - Schema a blocchi a grandi linee del programma di calcolo considerato. 


I1 - Ingresso dati relativi al circuito 
valori e posizione dei componenti, 
condizioni iniziali 
Ingresso dati relativi alla risposta 


Grandezze di cui interessa l'uscita: NU, JU(1),... JU(NU); 
I2- Intervallo di campionamento: D; 
Numero di istanti in cui viene fatta l'analisi: NTOT 


Fig.!li.6.2- Descrizione del blocco I di fig.III.6.1 relativo all'ingresso dei dati. 
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1) le grandezze di cui interessa l'andamento nel tempo. Poiché in gene- 
rale non é conveniente fare eseguire la stampa di tuttele grandezze elet- 
triche presenti nel circuito, è necessario indicare quali grandezze inte- 
ressano. Ciò può essere fatto assegnando i numeri d'ordine dei nodi per 
i quali interessa la stampa delle tensioni. I dati relativi alle grandezze 
di uscita sono: 


NU numero delle grandezze di uscita considerate; 


JU(1), JU(2), ... JU(NU): numeri d'ordine dei nodi per 
i quali srdesidera la stampa 
della tensione di uscita. 


2) il valore dell'intervallo di campionamento: D; 
3) il numero di istanti in cui viene effettuata l'analisi: NTOT. 


L'analisi viene perció effettuata nei seguenti istanti: 
ps0, tel 2D... t- NTOT-D7 


Blocco МІ. 


Lo scopo di tale blocco à quello di effettuare la modifica del cir- 
cuito assegnato, in modo da sostituire a ciascun componente reatti vo (in- 
duttore o condensatore) il relativo circuito equivalente che deriva dal 
procedimento alle differenze finite utilizzato. Detto NL il numero degli 
induttori, NQ il numero dei condensatori ed inoltre NR ed NC i numeri 
dei resistori e dei generatori di corrente, il blocco MI risulta strutturato 
come indicato in fig.III.6.3. Preliminarmente in tale blocco vengono me- 
morizzati il numero dei resistori NR ed il numero dei generatori di cor- 
rente NC con i nuovi nomi NRI ed NCI. Ciò è richiesto in quanto nei 
sottoblocchi M11 ed M12 il numero dei resistori NR ed il numero dei 
generatori di corrente NC deve essere incrementato di una unità ciascu- 
no per ogni componente reattivo presente. 

La parte rimanente del diagramma a blocchi di fig.ilI.6.3 ba lo 
scopo di far eseguire il sottoblocco M11 per ogni induttore ed il sotto- 
blocco M12 per ogni condensatore. in assenza di uno dei due tipi di 
componenti reattivi il sottoblocco corrispondente viene automaticamente 
escluso. I sottoblocchi M11 ed M12 hanno lo scopo di assegnare :l cir- 
cuito equivalente e la condizione iniziale per ogni componente reattivo 
presente nel circuito da analizzare. Descriviamo tali sottoblocchi sepa- 
ratamente. · 
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Circuito equivalente 
М11- condizione iniziale 
induttore K-simo 


Circuito ecuivalente 
M12- condizione iniziale 
condensatore K-simo 


Ғів.111.6.3 - Schema del blocco MI di fig.III.6.1. 


Sottoblocco MIT. 


Tale sottoblocco assegna il circuito equivalente e la condizione 
iniziale all'induttore K-simo in base all'equivalenza di fig.III.6.4, ba- 
sata sul metodo trapezoidale (tab.III.5.1). Si procede nel seguente modo. 
Si aumenta il numero dei resistori, cioé: 


NR=NR+1 


caratterizzando il nuovo resistore come segue: 


R(NR) =2-ZL(K)/D 
(Ш.6.1) NI(NR) = NLI(K) 
N2(NR) = NL2(K) 


Il 
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Quindi si aumenta di uno il numero dei generatori di corrente, cioè: 
NC=NC+1 


caratterizzando il nuovo generatore come segue: 


C(NC) = CL(K) 
(11.6.2) МСІ(МС) = NL2(K) 
NC2(NC) = МІЛ(К) 


Si ottiene in definitiva lo schema di fig.III.6.5. 


NL 1(K) $ NI(NR) I NCXINC) 


2*'ZL(K) 


ZL(K) CL(K) D 


e сык) 


NL 2(K) | N2(NR) | NCI(NO) 


Fig.111.6.4 - Circuito equivalente dell'induttore nel primo passo, essendo СІ (К) 
la corrente iniziale che lo percorre. 


NR=NR+1 


= 2. 0 0. KH | 
R(NR) = 2-ZL(K)/D Les colli АА. ved. 


NI(NR) = NL I(K) 


N2(NR) = NL 2(K) 


МС = МС+1 
CINC) = СІ (К) 

NCI(NC) = NL2(K) 
NC2(NC) = NL1(K) 


Fig.lll.6.5 - Sottoblocco M11. 


Sottoblocco M12. 


Tale sottoblocco assegna il circuito equivalente e la condizione 
iniziale al condensatore K-simo, in base all'equivalenza di fig.III.6.6, 
tratta da quelle riportate nella tab.I{I.5.2 per il metodo trapezoidale, con 
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l'ulteriore trasformazione del generatore aggiuntivo di tensione in uno di 
corrente, allo scopo di evitare l'aumento del numero totale dei nodi del 
circuito. 


мок) * 5 NI(NR) | NCI(NO) 
TQ(K) 
$ D 2:ZQ(K) 
ш dus D ток Ө! TAO 
2*ZQ(K 
NQX(K) QUO è N2(NR) è NC2(NC) 


Fig.111.6.6 - Circuito equivalente del condensatore nel primo passo, essendo TO(K) 
la tensione iniziale ai suoi capi. 


Procedendo come nel caso del sottoblocco M11, si ottiene per il 
sottoblocco M12 lo schema di fig.III.6.7. 


Blocco SR.: 


Tale blocco é del tutto identico all'insieme dei blocchi S ed R 
indicati nel $ 11.7.2 (fig.II.7.3) per l'analisi dei circuiti senza memoria. 
In tale blocco infatti viene ottenuto e risolto il sistema di equazioni su 
base nodi per il circuito modificato. 


NR=NR + 1 
R(NR) = D/ [2 * ZQ(K)]) 
NINR) = NQ1(K) T EM 


NXNR) = NQ2(K) Г ж 


NC = МС +1 
СМС) = TQ(K)/R(NR) 
NCI(NC) = NQ1(K) Fig.lll.6.7 - Sottoblocco M12. 
NC2(NC) = NQXK) 


Nel caso presente la soluzione ottenuta si riferisce ad un singo- 
lo istante di campionamento (istante indicato con NTEMPO in figura 


Ш.б.1). 
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Blocco U. 


Tale blocco provvede ad effettuare la stampa delle grandezze di ` 
interesse nell'istante di campionamento NTEMPO. 


Blocco M2. 


Tale blocco ha il compito di effettuare le modifiche dei valori 
dei generatori indipendenti richieste in corrispondenza a ciascun inter- 
vallo di campionamento. Tali modifiche riguardano sia gli schemi equi- 
valenti dei componenti reattivi, nei quali i generatori di corrente debbo- 
no essere opportunamente variati in accordo con quanto previsto nelle 
tabelle ІП.5.1 e Ш.5.2, sia i generatori indipendenti effettivamente pre- 
senti nel circuito, in accordo con l'andamento assegnato delle grandezze 
impresse. Lo schema risultante per il blocco M2 è mostrato in fig.III.6.8. 
[ sottoblocchi M21, M22 ed M23 eseguono le seguenti operazioni: 


Modifica del generatore ausilia- Modifica del generatore ausi- 


M21- rio dell'induttore K-simo 


M22 - 


liario del condensatore K-simo 


Modifica dei generatori indipendenti presenti 


M23- 


nel circuito iniziale 


Fig.ill.6.8- Blocco M2. 
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Sottoblocco М21. · 


Tale sottoblocco Ба il compito di effettuare le modifiche del va- 
lore del generatore di corrente presente nel circuito equivalente dell'in- 
duttore K-simo. 

Sulla base del procedimento trapezoidale qui adottato il nuovo 


valore i,,, della corrente del generatore ausiliario ha il seguente valo- 
re (tab. ШІ. 5.1): 
(I11.6.3) i 4, = CK + VK/RK 


dove VK e CK sono i valori della tensione e della corrente nell'indutto- 
re ed RK è la resistenza del resistore del circuito equivalente. Tali 
quantità possono essere calcolate sulla base dei valori disponibili dal 
passo precedente. 


1) Calcolo di VK. Detti con: 


K1 = NLI(K) 


II.6. 
PU K2 = NL2(K) 


i nodi a cui è connesso l'induttore K-simo e chiamando con B(I) il vetto- 
re delle tensioni, come fatto nel $ 1.7.2, si ha: 


ҮК = B(K1)- B(K2) se KIND e K2#ND 
(11.6.5) ^ УК-В(КІ) se KIZND e K2-ND 
VK =- B(K2) se K1=ND e K2 #4ND 


essendo ND il numero d'ordine del nodo di riferimento. 


2) Identificazione del valore RK. Tale valore è stato calcolato nel bloc- 
co MI e posto nel vettore R, cioè: 


(III.6.6) RK = R(K3) 
essendo: 
(Ш.6.7) K3 = NRI + K 


3) Calcolo di CK. La corrente CK che percorre l'induttore coincide con 
la somma di quella che percorre il resistore del circuito equivalente e di 
quella del generatore di corrente contenuto in tale circuito. Posto quindi: 


(IIL.6.8) K4 = NCI + K 
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si ba che: 


(П1.6.9) СК = VK/RK + C(K4) 


In base alla (1.6.3) ed ai punti 1), 2) e 3) precedenti si ha per 
il sottoblocco M21 la struttura mostrata in fig.III.6.9. 


K1-NLI(K) 
K2=NL2(K) 


ТЕЛЛЕ?) 


K3=NRI+K 
RK=R(K3) 
K4=NCI+K 

CK=VK/RK+C(K4) 

C(K4)=CK+VK/RK 


Fig.111.6.9- Sottoblocco M21. 


Sottoblocco M22. 


Tale sottoblocco ha il compito di effettuare le modifiche del va- 
lore del generatore ausiliario di corrente per il condensatore K-simo. Sul- 
la base del procedimento trapezoidale,il valore i, |, della corrente del 
generatore ausiliario di corrente presente nel circuito equivalente di ta- 
bella III.5.2 è: 


(Ш.6.10) {ы = CK + VK/RK 


dove VK, CK e КК sono i valori della tensione, della corrente e della 
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resistenza equivalente del condensatore. Tali quantità possono essere 
calcolate sulla base dei valori disponibili dal passo precedente. 


1) Calcolo di VK. Si utilizzano le stesse formule viste nel caso del cal- 
colo di VK per l'induttore con l'unica differenza che: | 
КІ = NQI(K) 


1.6. 
(Ш.6.11) ES -ROND 


` 2) Identificazione di RK. Tale valore è stato calcolato nel blocco М1 e 
posto nel vettore R, cioé: 


(Ш.6.12) ЕК - Е(К2) 
essendo: : 
(1.6.13) K3 -NRI +NL + K 


3) Calcolo di CK. Tale corrente ë uguale alla differenza fra la corrente 
che percorre il resistore RK e la corrente del generatore di corrente del 
circuito equivalente. Posto quindi: 


(Ш.6.14) K4 = NCI + NL + K 
si ha che: f 
(HI.6.15) CK = VK/RK - C(K4) 


In base alla ( Ш.6.10) ed ai punti 1), 2) e 3) precedenti,si ha lo 
schema del sottoblocco M22 mostrato in fig.III.6.10. 


Sottoblocco M23. 


Tale sottoblocco ha lo scopo di modificare i valori delle tensio- 
ni e delle correnti dei generatori indipendenti in base all'andamento as- 
segnato in funzione del tempo. Tale sottoblocco deve essere perció strut- 
turato sulla base del caso particolare trattato. A titolo orientativo accen- 
niamo di seguito a quattro casi possibili: 


1) Caso in cui le grandezze impresse coincidono con impulsi. In questo 
caso, dopo aver letto i valori iniziali dei generatori nel blocco I1, il sot- 
toblocco M23 deve prevedere solo l'azzeramento di tutti i generatori pre- 
senti; 


2) Caso in cui le grandezze impresse coincidono con funzioni a gradino. 
In questo caso occorre conservare i valori letti nel blocco 11 e perciò nel 
sottoblocco M23 non occorre effettuare alcuna operazione; 
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K1=NQ1(K) 
K2=NQ2(K) 


K3=NRI+NL+K 
RK=R(K3) 

K4=NCI+NL+K 
CK=VK/RK- C(K4) 
C(K4)=CK+VK/RK 


Еїд. 1.6.10 - Sottoblocco M22. 


3) Caso іп cui le grandezze impresse hanno un andamento cosinusoida- 
le. L'andamento della grandezza impressa è del tipo: 


(Ш.6.16) e(t) = cos (wt + FI) 
dove w = 27F, essendo Е la frequenza е FI la fase. Quindi si ha: 
(Ш.6.17) e(t) = cos(27F:D'NTEMPO + FI) 


Tale formula deve essere prevista nel sottoblocco M23, mentre 
all'istante iniziale occorre leggere il valore iniziale: 
88 


(Ш.6.18) е(о) = сов (ЕІ) 


4) Caso in cui le grandezze ітргеѕѕе hanno un andamento espresso те- 
diante tabelle. In questo caso nel sottoblocco M23 occorre prevedere la 
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lettura del valore assegnato per i generatori presenti negli istanti di cam- 
pionamento NTEMPO = 1,2, ... NTOT. Il valore iniziale per NTEMPO = 0 
viene letto insieme ai dati iniziali del circuito nel blocco 11. 


Osservazione 111.6.1. 


Il metodo di analisi automatica descritto nel presente paragrafo prevede l'ese- 
cuzione di una analisi completa del circuito per ogni istante di campionamento; perciò 
se il numero totale degli istanti di campionamento è uguale ad NTOT, il programma ef- 
fettuerà NTOT volte l'analisi del circuito, come si vede chiaramente dall'esame dello 
schema a blocchi di fig.III.6.1. 

Tale procedimento può risultare conveniente solo quando il numero NTOT è mol- 
to piccolo, mentre per valori elevati di NTOT dà luogo ad un eccessivo dispendio di 
tempo macchina, che rende il metodo scarsamente utilizzabile nelle applicazioni. Si può 
notare infatti che le analisi effettuate successivamente nei vari istanti di campionamen- 
to si riferiscono sempre al medesimo circuito, nel cuale variano di volta in volta solo i 
valori dei generatori indipendenti (blocco M2 di fig.III.6.1). Tale inconveniente può es- 
sere eliminato, osservando che, per la linearità del circuito considerato,la tensione del 
nodo K-simo, K = 1, 2,... (ND-1), rispetto a quello di riferimento ND, può esprimersi co- 
me combinazione lineare delle correnti C(I), I= 1, 2, ... NC, impresse dai generatori in- 
dipendenti di corrente, delle tensioni T(I), I= 1, 2,... NT, impresse dai generatori indi- 
pendenti di tensione, cioè: 

NC NT 


(III.6. 19) B(K) = > AC(K,D C(D + È AT(K,D T(D 
Гей I=1 


K = LD NID: 


dove AC(K,I) ед AT(K,I) sono i termini (K,I) di due matrici АС ed AT, che rappre- 
sentano il legame fra le grandezze impresse e le tensioni dei nodi. 

Un modo molto semplice per determinare le suddette matrici consiste nell'appli- 
care il metodo di sovrapposizione degli effetti, rendendo attivo e di valore unitario un 
generatore per volta. Ponendo infatti a zero le grandezze impresse di tutti i generatori 


di tensione e di corrente, eccetto C(I) che si assume di valore unitario, si ottiene dalla 
(Ш.б.19): 


(Ш.б.20) AC(K,I) = B(K) K-1,2,... ND- 1 

Analogamente, assumendo diverso da zero solo T(I) fra tutte le grandezze im- 
presse, e ponendolo uguale ad uno, si ottiene: 
(III.6.21) AT(K,I) = B(K) K=1,2,... ND- 1 


In conclusione per individuare completamente le due matrici AC ed AT occorre 
effettuare l'analisi del circuito tante volte quanti sono i generatori indipendenti, cioè 
NC+NT. 
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Il metodo automatico basato sulla (III.6.19) è quindi conveniente dal punto di 
vista del consumo del tempo macchina, guando NTOT è maggiore di МС + МТ. Quanto 
maggiore è la differenza tra questi due numeri, tanto maggiore è la convenienza di un 


metodo rispetto all'altro. In fig.III.6.11 è riportato lo schema a blocchi che occorre so- 


M1 - Modifica della topologia 
del circuito 
A] - Determinazione delle matrici 
AC(K,1) e AT(K,1) 

N TEMPO = 0 
Analisi del circuito M2. Modifica dei valori 

A2- mediante la formula dei generatori 
(П1.6.19) 

U - Stampa dei risultati 
all'istante NTEMPO 


NTEMPO = NTEMPO +1 


Fig.ll1.6.11 - Variante del metodo automatico di analisi di un circuito utile nel 
caso che NTOT sia elevato. 


stituire a guello di fig.III.6.1, cuando si adotta la formula (III.6. 19). Nello schema di fi- 
gura III.6. 11 l'unico blocco che richiede un ulteriore dettaglio è il sottoblocco А1, per 
il quale perciò si riporta in fig.III.6.12 lo schema completo. E da notare che il sotto- 


blocco SR è identico a quello di ugual nome che compare nello schema di fig.III.6. 10), 


(1) - Per evitare sovrapposizione sui valori dei generatori di corrente e tensione С(1), 
T(I), è necessario assegnare loro un nome differente nel resto del programma rispetto 
al blocco Al. 
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Azzeramento dei valori 
C(K), K=1,2,... NC 
T(K), K=1,2,... NT 


SR- Analisi del circuito 


ATTI, K) = В(1) 
I=1,2,...ND-1 


SR- Analisi del circuito 


АС(І, K) = B(1) 
1-1,2,... ND-1 


Fig.111.6.12 - Schema del sottoblocco А1. 


APPENDICI AL CAPITOLO ill 


APPENDICE Ш.А- Cenni alia trasformazione ed antitrasformazione di 
Laplace). 


Nel $III.3 è stata introdotta la trasformazione di Laplace ripor- 
tando per essa le proprietà essenziali per la sua applicazione all'anali- 
si dei circuiti. Nella presente appendice, dopo averfornito alcune preci- 
sazioni relative alla definizione dell'operazione di trasformazione, ver- 
ranno riportate ulteriori proprietà di tale trasformazione, assai utili nel- 
l'affrontare i vari aspetti del problema dell'analisi. L'applicazione della 
trasformazione di Laplace richiede essenzialmente l'esecuzione di due 
passi: 

1) la determinazione della trasformata di una funzione assegnata nel 
tempo; 

2) l'antitrasformazione, cioè il passaggio da una funzione della variabi- 
le s alla corrispondente funzione del tempo. 


Questi due passi fondamentali sono usualmente effettuati median- 
te l'aiuto di tabelle di trasformate, del tipo della tab.III.A.1; tabelle più 
estese possono essere trovate ad esempio in: 


- A. Ghizzetti, A. Ossicini, «Trasformata di Laplace e calcolo simboli- 
co», UTET, Torino, 1971. 


- G. E. Roberts, H. Kaufman, «Table of Laplace transforms», Saunders 
Co., Londra, 1966. 


Nel caso dei circuiti a costanti concentrate,tuttavia, è usualmen- 
te sufficiente conoscere la trasformata di poche funzioni del tempo, che 


` 


verranno considerate nel $IIL.A.2. Ciò è conseguenza del fatto che le 


(1) - Per le dimostrazioni dei teoremi e delle proprietà enunciate in questo paragrafo si 
rimanda а A. Ghizzetti, L.Marchetti, A.Ossicini, op. cit., Cap.4. , 
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eccitazioni che interessano in questo caso sono usualmente di pochi ti- 
pi e che l'antitrasformazione viene richiesta solo per funzioni della va- 
riabile s appartenenti a pochi tipi, tramite lo sviluppo in frazioni parzia- 
li! Quest'ultima operazione verrà trattata in dettaglio per la sua impor- 
tanza nei $ Ш.А.3, Ш.А.4 e III.A.5. 


HI.A.1 - Ulteriori proprietà della trasformazione di Laplace. 


Una funzione f(t) si dice -trasformabile se esiste almeno un 


valore SO della variabile s tale da far risultare determinato e finito il 
limite seguente: 


i? 
(III. A.1) lim 1 e`ão" f(t) dt 
0 


dq 


Si può dimostrare il seguente teorema: 


Teorema 111.А.1 - Se la funzione f(t) è £- trasformabile, la sua trasfor- 
mata di Laplace F(s) è definita in tutti i punti del semipiano aperto (fi- 
gura III.A.1) per cui risulta: 


(Ш.А.2) Re[s) > В 
dove la quantità B prende il nome di ascissa di convergenza. 


Im [s] 


Fig.lli.A.1 - Dominio di definizio- 
ne della trasformata di Laplace 


B 12 Re 15) (indicato tratteggiato). 
Z 


Il valore dell'ascissa di convergenza ñ dipende dalla funzione 
da trasformare f(t); essa può assumere qualsiasi valore reale e può es- 
sere eventualmente uguale a -О». 


Per le proprietà di linearità, di derivazione nel dominio del tem- 
po, di integrazione nel dominio del tempo si rimanda al $III.3. 

[n questa appendice verranno enunciate altreproprietà che hanno 
grande importanza nelle applicazioni. 
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Propriéfà IV - Traslazione nel tempo. 


Detta ( (ftà)una funzione £- trasformabile, si consideri la funzio- 
he Kc f(t- -a)j ottenuta traslando l'asse dei tempi della quantità reale non ne- 


ativa а. Risulta: ^ —— exc aile 
(Ш.А. 3) C [f(t-a) и ,(t-a)) -е £ [f(t)) 


e 


Proprietà V - Cambiamento della scala dei tempi. 


Detta f(t) una funzione £-trasformabile, di trasformata F(s), si 
consideri la funzione f(t/a), dove a è un наге di scala arbitrario (nu- 
mero reale e positivo); si ha: 


(III. A. 4) £ Le =a Е (а.5) 


a 


Proprietà VI - (Teorema del valore iniziale. 


i Se F(s) ë la trasformata di Laplace della funzione f(t), sotto op- 
portune ipotesi, di cui la più importante è l'esistenza del limite рег 5-0 
а 90), si i ha: 


(Ш.А.5) Па Ж = На ls ЕСІ 


5-0)” в-о 
Proprietà VII - Teorema del valore finale. 


Se F(s) è la trasformata di Laplace della funzione f(t), sotto op- 
portune ipotesi, di cui la più importante è l'esistenza del limite per t~% 
di ҚОС), si ha: 


(III. A.6) lim f(t) = lim [s F(s)) 


t= с s— 0 


Per l'applicazione delle proprietà precedenti si rimanda agli e- 
sempi riportati nell' appendice III.C. 


(1) - Per un'esposizione completa di tutte le ipotesi sotto le quali valgono le proprietà 
VI e VII, si veda A. Ghizzetti, «Calcolo simbolico», pag.182- 184, Zanichelli, Bologna 
1943. E opportuno richiamare l'attenzione sull' importanza dell' ipotesi di esistenza del 
limite nel tempo per le suddette proprietà. Un esempio tipico in cui tale ipotesi viene 
a cadere, per 1l teorema del valore nale, è quello della funzione f(t)= sint; in tal ca- 
so, infatti, pur non esistendo il limite nel tempo, il limite a secondo membro della for- 
mula (III. A.6) esiste ed е pari a zero. 
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Ш.А.2 - Calcolo delle trasformate di Laplace delle funzioni più 
comuni nei circuiti a costanti concentrate. 


Nel presente paragrafo verrà effettuato il calcolo delle trasforma- 
te di Laplace di alcune funzioni tipiche nell'analisi dei circuiti a co- 
stanti concentrate. 


a) Trasformata della funzione gradino unitario и (t). 


Si ottiene: 


Ж est 1 
(II: A.7) F(s) = lim J е" Q 1 (04: = lim E | = — - 
T-o Jo u Т-о 0 5 


1 е-5Т 1 
- lim = — рег Ҝе[5) > 0 
Т-о 5 5 


Quindi si ha: 
(Ш.А.8) £ 100) -- 


con ascissa di convergenza 8 =0. 


b) Trasformata della funzione impulso unitario u(t). 
Si ottiene in base alla (111.2.15): 


T 
(III. A.9) F(s) = lim f e^** ug(t)de= |е!) , =1 
Т-о 0 


Quindi si ha: 
(Ш.А.10) Ë 1000) 21 


con ascissa di convergenza В = - О. 


-S t 
с) Trasformata della funzione е 0 con s, costante reale o complessa. 


0 
Si ottiene: 


T ан Т 
(Ш.А.11) F(s) = lim e^t e" u (t) de = lim HA = 
T-o So sà T-® stag 25 
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чар 1 
= ——— - lim —— —— = —— per:Rels]>-Refs,) 
5 + 5, T-o 5 + 5, 5 +5 0 
Quindi si ha: 
-s 1 
(Ш.А.12) Lie u (0]=— 
548, 
con ascissa di convergenza £ = - Re Bol 
80 


- t 
d) Trasformata della funzione t" e u (t) con n intero positivo o nul- 


lo ed sq costante reale o complessa. 


| Si ottiene: 


қ ! 
(Ш.А.13) Ere. и) = == 
(sta) 


; con ascissa di convergenza 8 = -Re [s ds 

Le trasformate precedentemente considerate hannouna grande im- 
portanza nelle applicazioni all'analisi dei circuiti a costanti concentrate. 
Infatti in base ad esse ed alle proprietà della trasformazione di Laplace 
è possibile ricavare la maggior parte delle trasformate che occorrono nei 
casi concreti (1), [llustriamo tale affermazione con un esempio. 


Esempio Îli.A.1. 


Calcolare la trasformata di Laplace della seguente funzione: 


(IH.A. 14) K(t) = А cos(ot + Ф) v (0) 


Si ha in base alla definizione nel campo complesso del coseno: 


gioi) + deep 48. E da 
(1.4.15) К) = А —— — — u (0) = — el eit о) +— ei erit, қ) 
2 a 2 1 2 


Applicando ia proprietà di linearità e la regola di trasformazione della funzione 


-Sot 


e u 19 (caso с) considerato precedentemente), si ottiene: 


(1) - Ulteriori trasformate sono elencate nella tab.III.A. 1. 
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qu т 


e ——— = 


A. 2 1 A 
2 s t jo 


(III. A. 16) Ге ные 
2 s = jc 


A (cos+jsinP)(s+jW)+(cosP -jsinQ)(s -jc) scosQ - C sin (D 
ee l il i ur S III 


Е "ms s2 + а? 


con ascissa di convergenza ĝ =0. 


Ш.А.3 - Trasformazione inversa di Laplace. 


La teoria della antitrasformazione di Laplace si basa sul seguen- 
te teorema di unicità: 


Teorema 11.А.2 - Se due funzioni Ё, (t) ed f a(t) hanno la stessa trasfor- 
mata di Laplace F(s), in un certo asses “di convergenza Re[s] > Д, 
allora le due funzioni fi (t) ed f, (t) possono differire soltanto nei punti 
di un insieme di misura "ana (secondo Lebesgue). | 


L'esecuzione dell' operazione di li antitrasformazione!!) può pre- 
sentare notevoli difficoltà, in quanto: 


| 


(1) la formula integrale che viene usualmente utilizzata è l'integrale prin- 
cipale di Cauchy di una funzione di x variabile complessa.\Tale integrale 
va eseguito lungo percorsi opportuni nel piano complesso (2)) 


Т 
| 
| 
Es il risultato dell' integrale di inversione fornisce l'antitrasformata cer- 


priori che la funzione della variabile ; i considera- 
ta è una trasformata di Laplace} Tale condizione èusualmente di diffici- 
Te accertamento. 


Per le ragioni precedenti il ricorso alla formulaintegrale suddet- 
ta é del tutto eccezionale, ció che ne giustifica l'omissione nel caso 
presente. Nelle applicazioni all'analisi dei circuiti è sufficiente l'uso 
delle tabelle, di cui la tab.III.A.1 è un esempio, e la constatazione che 
le funzioni con cui si ha a che fare sono usualmente razionali reali nel- 
la variabile s. Tali funzioni si possono ridurre ad una combinazione li- 
neare di funzioni molto semplici, del tipo di quelle trattate nel $Ш.А.2, 
mediante l' operazione di sviluppo in frazioni parziali. Quindi nei casi u- 


suali l'operazione di antitrasformazione consta di due passi: 


(1) - г өрегакінфе di LT di una funzione F(s) viene indicato brevemente 
con il simbolo 17! LF(s) 


(2) - Si veda ad esempio l'antitrasformazione della funzione 1/ Y s+1, riportata a pagi- 
na 269 di A.Ghizzetti, L.Marchetti, А.Оввісіпі, op. cit. 
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a) suddivisione della funzione F(s) in una combinazione di funzioni ele- 
mentari mediante l' algoritmo detto dello «sviluppo. in frazioni parziali»; 


(|) antitrasformazione delle singole unioni elementari componenti,diret- 
[tamente per ispezione, e determinazione della funzione nel dominio del 
||tempo, sb sendo la proprietà di linearità) 


tivi all' analisi dei circuiti elettrici. a costanti concentrate, i due passi 


suddetti verranno sviluppati in dettaglio nei paragrafi successivi, 


HI.A.4 - Sviluppo in frazioni parziali.| 


Sia F(s) una funzione razionale della variabile s: 


(Ш.А.17) Bie oce 
D(s) 
dove N(s) è il numeratore: 
(III. A.18) N(s)-a sma s" Fa sta, 
e D(s) il denominatore: 
(III. A. 19) | D(s) =b «ЕБ stu. b stb, 


Nel seguito supporremo i polinomi N(s) e D(s) primi fra loro. 
Prende il nome di polo della funzione F(s) un valore della varia- 
bile per cui risulti (1): 


(III. A.20) lim |F(s)] = 


s~ so 


È facile vedere che sono poli della funzione tutte le radici del 
polinomio D(s). Nel caso di una radice s, di molteplicità r, si dice che 
s, èun polo multiplo di F(s) di molteplicità r. Inoltre la funzione F(s) 
può tendere all'infinito anche per s che tende all'infinito, se il grado 
del numeratore m è maggiore del grado del denominatore n; in tal caso 


si dice che la funzione F(s) ha un polo all'infinito, la cui molteplicità 


(1) - Taluni autori, previa introduzione del punto all'infinito per i valori di F, scrivono 
la relazione equivalente lim Е(5) = о 
5730 
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r è uguale a r=m-n. I valori di s che sono poli di F(s) sono gli unici 
punti singolari di detta funzione. 

Una funzione razionale F(s) può essere sviluppata in serie di 
Taylor nell'intorno di ogni punto s, del piano, complesso. che non sia 
singolare, cioè: 


(Ш.А.21) F(s) = > c, (s- s)! 
i=0 


dove i coefficienti с, sono dati da: 


1 /diF 
(Ш.А.22) su ) 


Si consideri ora un punto s, del piano complesso s nel quale la 
funzione F(s) abbia un polo di molteplicità r;in tale punto s, la fun- 
zione F(s) non è sviluppabile in serie di Taylor, essendo s, singolare. 
Si consideri la seguente funzione: 


(III. A. 23) G(s) = (s-s) F(s) 


E facile vedere che questa funzione è ancora razionale nella va- 


riabile s e non ha più alcun polo nel punto s,; percià, essendo s, un 


punto non singolare per la funzione G(s), essa può essere sviluppata in 
serie di Taylor nell'intorno di tale punto. Si ottiene: 


(III. A. 24) G(s) = È с (а-а)? 
Š i=0 


dove i coefficienti c, devono essere calcolati con le seguenti formule: 


(Ш.А.25) с, uU 


Si divida ora membro a membro l'espressione (III.A.24) per (s - 

-Sj)'; si ottiene in tal modo il seguente sviluppo per la funzione F(s): 
v “i с uc E 

+-— +... + +2 CÍs-s,)** 

(s-&)* -(8-э (-5,)2 (6-80) i" 


(Ш.А.26) F(s)= 
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Lo sviluppo (III.A.26) della funzione F(s) nell'intorno del punto 
singolare s, viene detto sviluppo іп serie di Laurent della funzione F(s); 
i coefficienti c; di tale sviluppo possono essere calcolati per mezzo del- 
la (III. A. 25). 

Come si può vedere dall'espressione (III. А.26)1о sviluppo in se- 
rie di Laurent di una funzione razionale F(s) consta di due parti: la pri- 
ma é costituita da quei termini che vanno all'infinito per s che tende ad 
5, la seconda invece rimane limitata per s che tende ad s,. La prima 
parte viene detta parte singolare dello sviluppo in serie di Laurent di 
F(s) nell'intorno del punto Ss tale parte singolare che verrà indicata 
con PS, é uguale a: 

c c c 
(II. A. 27) РИ, mee ute iq 
(s- s)' (s- s"! 5-5, 


La seconda parte dello sviluppo in serie di Laurent viene detta 
parte regolare. 

In modo analogo a quanto fatto nel caso del polo al finito s,, é 
possibile definire uno sviluppo in serie di Laurent della funzione F(s) 
nell' intorno dell'eventuale polo all'infinito di molteplicità r. In tale ca- 
so la funzione G(s) a cui occorre fare riferimento é la seguente: 


(III. A. 28) G(s) = a F(s) | 


5! 


Anche per lo sviluppo іп serie di Laurent nell'intorno del punto 
all'infinito é possibile definire una parte singolare ed una parte regola- 
ге. La parte singolare! PS, risulta essere del seguente tipo: 


(II. A.29) PS, = сз” +6, sel... + с.а 


dove г ё la molteplicità relativa al polo all'infinito ele costanti c; pos- 
sono essere calcolate utilizzando la formula (III.A.25) sulla funzione 
G(s) espressa dalla (III. A.28). 


Si può dimostrare il seguente teorema. : 


Teorema III.A.3 — «La somma delle parti singolari di una funzione razio- 


costante». 
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In base a tale teorema si può scrivere: 
(ILL. A.30) Е(ѕ) = X PS, + PS, + с) 


dove con PS, è stata indicata la parte singolare relativa allo sviluppo 
nell'intorno dell'i-esimo polo al finito e la sommatoria è estesa a tutti i 
poli al finito distinti. La costante c è un numero reale se la funzione è 
a coefficienti reali. 

Lo sviluppo (III. A.30) della funzione razionale F(s) viene chia- 
mato sviluppo in frazioni parziali. Tale sviluppo permette di effettuare 
in modo immediato l'operazione di antitrasformazione di Laplace, essen- 
do coincidente con una combinazione lineare di funzioni antitrasforma- 
bili per ispezione visiva come vedremo successivamente, 

Si puà notare che la parte dello sviluppo in frazioni parziali re- 
Папуа ai termini (PS, + c) può essere determinata in modo molto sempli- 
ce effettuando la divisione fra i polinomi N(s) e D(s). 

Nel caso particolare, ma molto frequente, in cui la funzione F(s) 
possiede un polo al finito semplice, il calcolo della parte singolare nel- 
l'intorno di tale polo si semplifica notevolmente. In questo caso, infatti, 
la parte singolare PS, diviene: 


(Ш.А.31) PS. = 


La costante c, prende il nome di residuo della funzione F(s)nel 


polo Sy L'espressione (Ш.А.25) diviene: 
(Ш.А.32) e, = G(s,) 


ovvero, ricordando la (III. A.22): 


(Ш.4.33) сұт | P | 
8-80 


D (s) 


dove D (s) è pari al denominatore D(s) privato del fattore s-s,, relati- 
vo al polo considerato, cioé: 


(III. A. 34) D(s) = (s-s) D(5) 
Per il calcolo del residuo c, è anche possibile utilizzare un'al- 


tra espressione al posto della (III. A.33). Infatti derivando la (III. 4.34) 
rispetto ad s, si ha: 
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(Ш.А.35) D' (s) = D (s) + (s- sj) DI o (S) 


Quindi risulta D'(s)=D (s) per 5= $ 0. Sostituendo nella formu- 
la (III. A.33) tale relazione, si ha: 


(III. A.36) с, (52 ) 


dove D'(s) rappresenta la derivata del polinomio D(s) rispetto alla varia- 
bile s. 


Il procedimento di sviluppo in frazioni parziali risultante e rias- 
sunto in tab.III. A.2. 


Tabella Ш.А .2 - Procedimento di sviluppo in frazioni parziali di una 
funzione razionale, 


Eu d 


Individuare i poli al finito della funzione Fen -N(s)/D(s) con 
la loro molteplicità 


Determinare il quoziente Q(s) ed il resto R(s) della divisione 
tra numeratore e denominatore, cioè: 


N( s) R(s) 
s) 
D(s) D(s) 


Questa operazione è necessaria solo se il grado del numerato- 
re è maggiore od uguale a quello del denominatore. 


Per ogni radice so di molteplicità r maggiore dell'unità, calco- 
lare la relativa parte singolare PSq, con la formula (lil. A. 27), 
dove i coefficienti c; sono dati dalla formula (HI. A. 25) con G(s) 
dato dalla formula (III. A.23). I coefficienti c; sono in generale 
dei numeri complessi. Nel caso che il polo sq sia semplice, cal- 
colare la relativa parte singolare PS; con la formula (III. A. 31), 
dove il residuo co (in generale com plesso) è dato dalla espres- 
sione (III. A. 33) ovvero dalla (III. A. 36). 


Lo sviluppo in frazioni parziali della F(s) è uguale a: 


F(s) = > PS, + Q(s) 


Osservazione ІІІ.А.,1. 


Notevoli semplificazioni si hanno nel caso in cui la funzione razionale F(s) e a 
coefficienti reali. In tale caso, éssendo il denominatore D(s) un polinomio a coefficien- 
ti reali, i poli di F(s) risultano reali ovvero complessi coniugati. È possibile dimostra- 
re il seguente teorema: 
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Teorema III.A.4 - «| coefficienti с, 
funzione razionale F(s) a coefficienti reali, in corrispondenza a poli com- 
plessi coniugati sono anch'essi complessi coniugati. In particolare nel 
caso di poli semplici i residui di una coppia di poli complessi coniugati 


sono complessi coniugati». 


relativi alle parti singolari di una 


Tale teorema è di grande utilità in quanto permette di effettuare i calcoli indica- 

ti al punto 3) del procedimento di sviluppo in frazioni parziali, in corrispondenza ad u- 

no solo dei due poli complessi coniugati, mentre per l'altro polo la parte singolare è im- 
mediatamente individuabile. 

La presente osservazione ha conseguenze importanti anche per il calcolo della 

antitrasformata di una funzione razionale a coefficienti reali, come vedremo nell'osser- 


vazione III. A. 3. 


Esempio ІН.А.2. 


Effettuare lo sviluppo in frazioni parziali della seguente funzione razionale: 


s243 
F(s) = 
(s+2) (s+1)? 
Si ha; 
N(s) =s2+3 ; D(s) = (в +2) (= + 1? 


Passo 1. Si hanno i seguenti poli: 


s == 2 molteplicità 1 


s=-1 molteplicità 2 


Passo 2. Si può omettere questo passo in quanto la funzione in esame è propria. 
Passo 3. Calcoliamo la parte singolare PS, relativa al polo -2. Essendo il polo sem- 
plice, si ha: 

Ns) з2 + 3 


7 
47) PS 


а 52 5%2 


n 
Il 
i 


s) | 2—2 (5 +1)? E 


Calcoliamo la parte singolare relativa al polo -1. Essendo il polo doppio si ha: 


с, et 


PS, = —— + 
(s+1)? s+1 


Dalla formula (Ш. A.25) si ottiene: 
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5? +3 
= G(s) - = 4 
s =-1 s+2 pesi 
dG d [s?43 2s(s +2) - (52+ 3) 
c = — = — о I Iii LL =-6 
ds |si ds 5+2 әд (s + 2)? 


в--1 
Passo 4. Lo sviluppo іп frazioni parziali della funzione assegnata e: 


52-4 7 4 6 


= —— >= + ————— - 
(5+2) (5+1)2 5+2 (s+1)2 stl 


Esempio lll.A.3. 


Calcolare lo sviluppo in frazioni porziali della funzione: 


Ns)  s?42s?43s41 
F(s) = ce 
D( s) 


52+25+2 


Passo 1. La funzione ha i seguenti poli al finito: 


sì =-1+j molteplicità r,=1 


So =° 1-j molteplicità r,=1 
E opportuno osservare come accanto ad un polo complesso, c'è sempre il com- 
plesso coniugato e della stessa molteplicità. Ciò è conseguenza, come è stato detto, 
della realtà dei coefficienti delle funzioni razionali che si considerano. 


Passo 2. La funzione assegnata è impropria, perciò facciamo Ра divisione tra numerato- 
re e denominatore: 


s? +252 +354+1 52 +25+2 


s +252 +2 


Quindi risulta: 


As) = 5 R(s) = s+1 


Passo 3. Calcoliamo la parte singolare dello sviluppo di Lauren: della funzione: 
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R(s) 5+1 
D(s) 


s?42s42 


nei due poli s ed 50. Poiché sono poli semplici basta calcolare il residuo соп la for- 
mula (III. A. 36). A questo scopo determiniamo: 


R(s,)=j R(s,) = -j 
D'(s)=2s+2 0"(51) = 2j D'(s,)= -2j 


I residui dei due poli sono quindi uguali ad 1/2. È opportuno osservare che non 
è necessario, in generale, effettuare il calcolo del residuo per ambedue i poli di una 
coppia di poli complessi coniugati. Infatti, sempre per la realtà dei coefficienti delle 
funzioni razionali che si considerano, i residui di due poli complessi coniugati sono an- 
ch'essi complessi coniugati. 


Passo 4. Lo sviluppo in frazioni parziali della funzione assegnata è: 


1/2 1/2 
F(s) = ——— + —— +s 
stl-j stltj 


Ш.А.5- Antitrasformazione delle funzioni elementari facenti par- 
te dello sviluppo in frazioni parziali. 


Come è stato visto in precedenza, mediante lo sviluppoin frazio- 
ni parziali è possibile esprimere una funzione razionale come combina- 
zione lineare di alcune funzioni elementari della variabile s, per le quali 
è possibile effettuare facilmente l'operazione di antitrasformazione. La 
antitrasformata della funzione razionale di conseguenza risulta uguale 
alla combinazione lineare delle singole antitrasformate per la proprietà 
di linearità. 

Le antitrasformate che occorrono per tale procedimento sono le 
seguenti. 


a) Antitrasformata della funzione 1/(sts;) con s, costante reale o com- 
plessa (eventualmente nulla). 


Ricordando la regola di trasformazione riportata nel $ Ш.А.2, si 


ha dalla (III. A.12): 


(III.A.37) E” E m (0) 
0 
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Nel caso particolare in cui sia s,—0, si ottiene dalla (Ш.А. 37): 


(ILL. A.38) ШЕТ u_ (0) 


b) Antitrasformata della funzione 1/(=+5 T соп s, costante reale o 
complessa, eventualmente nulla, ed n intero positivo maggiore od ugua- 
le ad uno. 


Ricordando la regola di trasformazione (Ш.А.13) si ottiene: 


(III. A. 39) p? C I - SER wie o" ц (t) 
(sts J" (n - 1)! -1 


Nel caso particolare in cui sia 5,-0, si ha dalla (III.A.39): 


(IIIA. 40) е E - TEN "1 u (t) NS | 


c) Antitrasformata della funzione F(s)=1]1. 
In base alla regola di trasformazione (Ш.А.10) si ottiene: 


(III. A. 41) E voor 


d) Antitrasformata della funzione F(s)=s" 


lo. 


con n intero positivo non nul- 


Le funzioni della variabile s del tipo sk, k — 1,2, ... costituisco- 
no le trasformate di Laplace delle distribuzioni di Dirac(!). Tali distri- 
buzioni possono essere visualizzate qualitativamente come se fossero 
coincidenti con un numero di impulsi di ampiezzainfinita e larghezza in- 
finitesima, alternativamente positivi e negativi posti. nell'origine. In fi- 
gura ІП.А.2 si fornisce in forma qualitativa questa idea. Si parla perciò 
nel caso della distribuzione corrispondente ad s ed indicata con u,(t) 
di doppietto unitario, nel caso della distribuzione corrispondente ad s? 
ed indicata con u,(t) di tripletto unitario, ecc. In conclusione si ha: 


(1) - Vedere A.Ghizzetti, L.Marchetti, A.Ossicini, op.cit., $ V.4 e V.5. 
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(Ш.А.42) £7 [в"1 = u (t) 


Osservazione Ї11.А.2. 


^ 
E importante osservare che è necessario fare ricorso alle antitrasformate c) (im- 


pulso u,(t) e d) (distribuzioni di Dirac di ordine n), solo nel caso in cui la funzione 


0 
razionale F(s) é impropria, cioé quando il grado del numeratore é maggiore od uguale 


a quello del denominatore. E E infatti immediato constatare che tali funzioni si ottengo- 


no antitrasformando il И polinomio 'Q(5) ottenuto ‹ come me quoziente della divisione fra 
— е... 


о 


Osservazione Îli.A.3. 


Nel caso in cui la funzione razionale F(s) da antitrasformare sia a coefficienti 
reali, come accade nella totalità dei casi considerati nelle applicazioni all'analisi dei 


circuiti, vi sono importanti conseguenze relativamente alla funzione antitrasformata f(t). 


uj(t) 


Fig.lll.A.2 - Rappresentazione qualitativa delle distribuzioni u,(t) ed u(t). 


Come è stato detto nell'osservazione III. À.1, in tale caso i poli di F(s) di tipo 


complesso danno luogo a termini dello sviluppo in frazioni parziali del tipo seguente: 


с c* 
(III. A.4 3) wa = *——— | 
(тар J| Gap | 


Effettuando l'antitrasformata secondo la formula (Ш.А. 39), si ottiene: 


la - -1 
шалы массы = LL ag ssa 
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* > ж 

с -Sht c -5(уї 

= De e oy 109 + ele Dei 109 
(п- 1)! È s „(п- 1)! Р 
БЕ „= 
жете 
ж 
Poiché le quantità c, c*, Sp So Sono complesse, potrebbe apparire complessa 


anche l'antitrasformata w(t). Tuttavia si può osservare che w(t) è espressa come la 
somma di due quantità che risultano complesse coniugate per ogni t; essa perció e rea- 
le. Infatti si ha dalla (III. A. 44): 


D * n-l 


SAU i -Sant t è t 
(Ш.А.45) w(t) = {< e "+ c*e 0 бао = 2Re[c e 0 u ҚО) 
(п-1)! (п- 1)! x 
dove Ке... | indica l'operatore parte reale. Detto cuindi: 
(III. A. 46) E = delet 
(III. A. 47) So = 00 5% jc 
si ha: 
(III. A. 48) 
21-1 ай жені 2le 1 n1 "T ssaa 
w(t) = веат 07:70 lu (9------е 0 gela 0 "m (0) = 
(п- 1)! -1 (n- 1)! -1 
Del 36% 
= 214 = cos(W,t = Ф) о 19 
(n- 1)! i 


Da quest'ultima espressione appare esplicitamente il carattere reale della fun- 
zione w(t). Quanto detto vale per qualsiasi valore di n; in particolare per n=1. Perciò 
si può affermare in generale che l'antitrasformata di una funzione razionale а coeffi- 


cienti reali è una funzione reale del tempo. 


Esempio ill.A.4. 


Effettuare l'antitrasformata della funzione razionale reale: 


(s? + 3) 
F(s) = 


(s+2)(s+1)? 


considerata nell'esempio 11.А.2. 


Nell'esempio III.A.2 è stato ottenuto il seguente sviluppo in frazioni parziali: 


7 4 6 
£ ru = 


F(s) = 
st2 (5+1)2 s+1 
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Effettuando l'antitrasformata di questo sviluppo si ottiene: 


қо = {7 e aget -6et) u j(0 


Esempio ll1.A.5. 


Effettuare l'antitrasformata della funzione razionale reale: 


s342s?43541 
Е(5)-------- 


52+25+ 2 


considerata nell'esempio III.A.3. 


Nell'esempio III. A.3 è stato ottenuto il seguente sviluppo in frazioni parziali: 


1 1 
2 2 
F(s) = s + ——— + —— 
s+1-j — s*1*j 


Effettuando l'antitrasformata di questo sviluppo, si ottiene: 
1 (-1«j)t (-1-j)t 
Ко) =u (0 + — fe DU + QCrj ГКС) 
2 а 


D'altra parte si ha: 


есі à e" (cost+jsint) ; eC DE = et(cost- j sin t) 


da cui si ricava; 


Ко) = u (O + e cost AG 


Lo stesso risultato si ottiene usando le (III. A. 46) e (III. A.48). Infatti risulta 
n = 1, lel 2 172, 9 =0, Oç = 1, c = 1. 


Tabella Ш.А.1 - Trasformate di Laplace (le funzioni del tempo sono de- 
finite per t » 0). 


1 na<t<na+b 
0 natb<t<(n+1l)a 


0 t 
4 523 5 5 
ч т 
- N 
2(t-na) b 
па< г< па t — 
b 2 
2(b+na-t) b 
a) па + — <{ <па +Ь 
b 2 
0 па+ Ь <1< (п+ 1)а 
Ко) 
1 
0 t 
b ~ 
= ba T 
2 S 
t-Ána 
4na<t<4na+b 
a 


b 
KS Ana+b<t<(4n+2)a-b 


(4n+2)a-t 
(4n+2)a-b<t<(4n+2)a 


0 (4n+2)a<t<(4n+4)a 
ко) 
Ь/а 

0 t 


(segue) 
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n =0. 1.2, .«. 


t-nb nb«t < (n* 1) b 
Res>0 


2nb «t«(2n* 1) b 
(2n+1)b<t<(2n+2)b 


b 2b 3b 4b Sb 6b 


O0<t<b 


Ea 
(2n+1)b<t<(2n+2) b E HIE d 


Res>0 
(2n+2)b<t<(2n+3)b 


(segue) 
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1 1 
—[1-(-1)"](2tb) - — bn 
4 2 


nb<t<(n+1)b 


Re s>Max(0, - Re a) 
Re s>Max (0, -Re a) 


— Re s >Мах(0, -Rea, -Re ñ) 
5(5+а) (5+4) 


в ѕ+а 
е + get — U Re ѕ>Мах (0, -Rea, -Re А) 
añ о(а- 8) А( В- а) 5(5+а) (5+3) 


s +as+b 


e B —H Re s>Max(0, -Re a, -Re 8) 


aZaa+b SUL в?-а8+Ь 
a(a- 8) ` B(a- B) 5(5+а) (5+ Д) 


52+ аѕ+Ь 


53 


(segue) 
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Ко) F(s) Ascissa di convergenza 


-at t 
—(ke )-— t— u Res»(Max0,-Rea) 
a3 а2 2a sUs+ a) 
a-a а g ara at 1 ѕ+а 
— t +— t- — (le ©) . — Re s > (Max 0, - Rea) 
а de 43 s*(s-ta) 
aa-b b 9 a2. a a+ b HE 52+ astb 
tB —t*4 ————— (l-e 79 — Ке s> (Мах0, - Кеа) 
а? 20 ad s3(s+a) 
s 
cosh(at) Re s» Re al 
52-а? 
а sta 
cosh(at) * — sinh(at) Res» |Re al 
a s2.92 
at cosh(at)- sinh(at) 1 
———— Re s > IRe al 
203 (s?-a2)? 
(alta) sinh(at) + aat cosh(at) sta 
doi Fora e nà ——— Res> ве al 
203 (5? -а2)? 
2 2 : 2 2 Ë 
(a“at+a“”- b) sinh(at) *(a^-b)at cosh(at) s'tast 
ei) =s Re s> [Re al 
203 (s? -a2)? 
R 
sin 8: ia Re s»l 1m 2l 
s?+ д? 
s 
cos Bt Resina 
s24 R? 
R 
sinh At —— Res> Ine gl 
52. R2 
€ 8 | 
e ^ sin fit = А М, = ы Re s» lim gl - Rea 
(sta)? 4 8? 


(segue) 
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f cos Rt —————— Rest imsl-Kea 


Кс-а2+а 112 o. T. ne 
L———— — e ‘sin(Bttd), o=tan = | ———— Res»? 'Im 8' -Rea 
8 с-а 


1 1 
---(сов.7:-1)4 na Ress lima! 
84 24? 


Res? Ікей! 


Re s> Im 4! 


1 
— (sinit + fit cos ft) —— — Re s» Па д | 
28 


1 
— (sin 8‹- ftcosft) — Res» lima! 
2R 


tcos fit — Res Пав 


1 1 
—— (1-соѕ ñc) - tsinft — Re s» lim 8! 
84 2 83 
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APPENDICE III.B - Programma TEMPO. 


Nella presente appendice viene riportata la lista in FORTRAN 
del programma TEMPO, che permette di analizzare un circuito con me- 
moria costituito da resistori, induttori, condensatori, generatori indipen- 
denti dei due tipi, generatori di corrente controllati in tensione e nullo- 
ri. Tale programma utilizza il metodo alle differenze finite ed in parti- 
colare l'algoritmo trapezoidale descritto nel $111.5; esso rappresenta la 
traduzione fedele del metodo di analisi automatica il cui schema a bloc- 
chi è stato riportato nel $ Ш.6. 

Il programma TEMPO utilizza le sobroutine NODII e GAUSS,per 
la cui descrizione si rimanda all'appendice II.B del capitolo secondo. 
Di seguito verrà precisato: 1) il modo in cui debbono essere presentati 
al calcolatore i dati che descrivono il circuito; 2) le stampe di uscita. 

Nell'appendice III.D verranno riportati vari esempi di applica- 
zione del programma TEMPO; in particolare per ogni esempio verranno 
mostrate le schede di ingresso dei dati e le stampe di uscita. 


III. B.1 - Dati di ingresso!!). 


Le schede che formano l'ingresso di ogni problema che si vuole 
risolvere con il programma TEMPO sono nell'ordine: 


a) Una scheda dati nella quale vengono assegnatenell'ordine le seguen- 
ti quantità, che descrivono il circuito da analizzare: 


- il numero dei nodi ND; 

— il numero dei resistori NR; 

– il numero degli induttori NL; 

— il numero dei condensatori МО; 

- il numero dei generatori indipendenti di corrente NC; 

- il numero dei generatori indipendenti di tensione NT; 

- il numero dei generatori di corrente controllati in tensione NCT; 
- il numero dei nullori NN. 


Il formato di ingresso è il seguente: 613. 


(1) - Per maggior chiarezza nella lettura del presente paragrafo si consiglia di esami- 
nare contemporaneamente uno degli esempi riportati nell'appendice III.D. 
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b) Una scheda dati per ogni resistore, nella quale viene indicato, nel- 
l'ordine: 

— il valore della resistenza; 

- il primo nodo a cui il resistore è connesso; 

- il secondo nodo a cui il resistore è connesso. 


Il formato d'ingresso è il seguente: D10.3, 213. 


c) Una scheda dati perogni induttore, nella quale viene indicato, nello 
ordine: 

- il valore dell'induttanza; 

- il primo nodo a cui l'induttore è connesso; 

- il secondo nodo a cui l'induttore è connesso; 

-- il valore della corrente iniziale nell'induttore. 


Il formato d'ingresso è il seguente: D10.3, 213, D10.3. 


d) Una scheda dati per ogni condensatore, nella quale viene indicato, 
nell'ordine: 

- il valore della capacità; 

- il primo nodo a cui è connesso il condensatore; 

- il secondo nodo a cui è connesso il condensatore; 

- il valore della tensione iniziale ai capi del condensatore; 


Il formato di ingresso è il seguente: D10.3, 213, D10.3. 


e) Una scheda dati per ogni generatore indipendente di corrente, nella 
quale viene indicato, nell'ordine: 


- il valore della corrente impressa all'istante iniziale; 
~ il nodo in cui entra la corrente impressa; 
- il nodo da cui esce la corrente impressa. 


Il formato di ingresso è il seguente: D10.3, 213. 


f) Una scheda dati per ogni generatore indipendente di tensione, nella 
quale viene indicato, nell'ordine: 


— il valore della tensione impressa all'istante iniziale; 
- il nodo corrispondente al morsetto positi vo; 
- il nodo corrispondente al morsetto negati vo; 


Il formato di ingresso è il seguente: D10.3, 213. 
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g) Una scheda dati per ogni generatore di corrente controllato in tensio- 
ne, nella quale viene indicato, nell'ordine: 


- il valore della conduttanza di trasferimento; : 

- il nodo corrispondente al morsetto positivo della tensione di controllo; 
- il nodo corrispondente al morsetto negativo della tensione di controllo; 
- il nodo da cui esce la corrente del generatore; 

- il nodo in cui entra la corrente del generatore. 


Il formato di ingresso è il seguente: D10.3, 413. 


h) una scheda dati per ogni nullore, nella quale viene indicato, nell'or- 
dine: 


` 


- il primo nodo a cui ë connesso il nullatore; 
— il secondo nodo a cui è connesso il nullatore; 
— il primo nodo a cui è connesso il noratore; 
— il secondo nodo a cui è connesso il noratore. 


Il formato di ingresso è il seguente: 413. 


Una o più regioni relative ai dati di ingresso, indicate nelle se- 
zioni b), c), d), e), f) g), h) possono essere omesse, qualora non sia pre- 
sente alcun componente del tipo previsto nella relativa sezione. 

Oltre alle schede dati descritte in precedenza, occorre fornire al 
calcolatore altre schede riguardanti quello che interessa ottenere come 
uscita. Tali schede sono nell'ordine: 


i) Una scheda dati nella quale è indicato il numero delle tensioni dei 
vari nodi, rispetto al nodo di riferimento, delle quali interessa la stampa. 
Il formato di ingresso è il seguente: 13. 


|) Una scheda dati nella quale sono indicati tutti i nodi dei quali inte- 
ressa la stampa della tensione. 
Il formato di ingresso è il seguente: 1013. 


m) Una scheda dati nella quale è indicato nell'ordine: 


- il numero degli istanti di tempo, successivi all'istante iniziale, per i 
quali interessa conoscere il comportamento del circuito; 
- il valore dell'intervallo di campionamento. 


Il formato di ingresso è il seguente: 13, D10.3. 
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Osservazione ill.B.1. 


Il programma TEMPO prevede l'utilizzazione di un'ulteriore subroutine, chia- 
mata M23. Tale subroutine ha la stessa funzione del blocco M23 dello schema a bloc- 
chi discusso nel $ III.6; essa va utilizzata allo scopo di assegnare i previsti andamen- 
ti nel tempo ai generatori indipendenti presenti nel circuito. A tale proposito si può os- 
servare che in un circuito possiamo avere generatori aventi una grandezza impressa di 
valore sia costante nel tempo sia variabile. 

Nel primo caso il valore costante viene assegnato con le schede di ingresso 
delle sezioni e) ed f) descritte nel $ IHI.B.1; in questo caso la subroutine M23 non 
deve intervenire sul valore delle grandezze impresse, confermando cosi i valori inizia- 
li. Nel secondo caso la subroutine ha lo scopo di generare le previste forme d'onda per 
tutti gli istanti successivi a cuello iniziale, per il quale i valori sono ancora assegna- 


ti tramite le schede di ingresso delle sezioni e) ed f). 


Ш.В.2- Dati di uscita. 


Prima di presentare i dati relativi alla soluzione del problema 
dell'analisi del circuito, vengono stampati, a scopo di controllo, i dati 
di ingresso relativi al circuito stesso. Le stampe, successive a queste 
di controllo, riguardano la soluzione e sono rappresentate da tante righe 
quanti sono gli istanti di campionamento. Ciascuna ri ga contiene nell'or- 
dine le seguenti quantità: 


- un numero d'ordine; 

- il valore della variabile tempo; 

- i valori delle tensioni richieste dei vari nodi rispetto al nodo di rife- 
rimento. 


Osservazione ІН.В,2, 


Il programma TEMPO è stato elaborato tenendo conto principalmente delle sue 
finalità didattiche. Ció lo rende quindi inadatto ad affrontare l'analisi dei circuiti, che 
richiedono per la loro soluzione sistemi malcondizionati. In particolare si fa notare la 
semplicità della subroutine GAUSS usata per la soluzione dei sistemi di equazioni li- 


neari. 


00-«0uU£umre 


Ill. B.3 - Lista del programma. 


NANA 


m 


24 
21 


22 
23 


26 


27 
25 


PROGRAMMA TEMPO 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-Hr0=Z) 

DIMENSION A(60560)»;8(50) 

DIMENSION А(100) ,№1(100) №2 (100) 

DIMENSION C(50)»NC1(50)»NC2(50) 

DIMENSION TCLO)eNTI(10) eNT2(10) 

DIMENSION ZL(20)»CL(20) »NL1(20) »NL2(20) 

OIMENSION Z@(20)rT9A(20) »NQ1(20)»NG2120) 

OIMENSION СТ(20) ғ МСТІ (20) • МСТ2(20) , NCT3(20) , МСТ (20) 
DIMENSION NNL1(20);NN2(20) »NN3(20) • МАЦ (20) 

DIMENSION СІ (50) ғ Т1 (50) ғ АС (50,50) ғАТ (50,50) , JUCI0) BULLO) 


КЕАО (5,1) МО? NRe М. МО МС емти МСТ» NN 
FORMAT(8I3) 

МАІТЕ (6,2) NO» NR2 NL» Маг МС» ЧТо NCT ММ 

FORMAT(1HO0»5X» 'CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODIZ*,I3/. 
*6X, "NUMERO RESISTORI=?#13/ 
*6X» NUMERO INOUTTORI =°#13/ 
#6Xe "NUMERO CONDENSATORI =',13/ 
#6X NUMERO GENERATORI DI CORRENTE-**I3/ 
*6X» NUMERO GENERATORI OI ТЕМ5ІОМЕт%?ІЗ/ 
*6X;'NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS.z*»I135/ 
*6X»'NUMERO NULLORI=*#13//) 

ІР (МЯ) 11,11,12 

READ(S»3) (RCL) »NL(CL) м2 CL) » LET 2 МА) 

FORMAT (010030213) 

МАІТЕ (6,4) (АС) ом (1) »N2(L) »LZLeNH) 
FORMAT(1Xe 'RES«N»* » 135012. 3»219)* 

CONTINUE 

IF(NL)23,23024 
READ(5e21)(ZL(L}eNLI(L)eNL2fL) » CL(L) »LZ15 NL.) 
FORMAT(D10.3»213»D10.3) 

WRITE(6»22) (LeZLCL) eNLI (CL) eNL2 CL) e CLCL) s LZ1 e NL) 

FORMAT (1X» * INJeN« * 61390122 34 218» 2X» "CORR. IN.=*0D12,3) 
CONTINUE 

ІҒ(ма)25,25»26 

READ(5»21) CZGCL) eNOL1(L) »NG2(L) TAIL? » LZ 15 NQ) 

МАІТЕ (6,27) (L2 2001.) »NO1(L) »NQ2(L) TOLL? LEL NQ) 

FORMAT (1X»e * COND .N, t 5 13:012» 3» 215» 2X? °ТЕМЅ.13.=' 012.35) 
CONTINUE 

IF(NC) 13013014 

READ(503) (СІС) eNCLCL) eNC2(L) » LZL 2 NC) 

WRITE(6s5) (L2 CI CL) МС (LL) »NC2(L) e LZL o NC) 

FORMAT (1X» 'GeCORR.N. * ; 135»012» 3:218) 

CONTINUE 

IF(NT) 15015016 

READ(S»3) (TICL) МТС) »NT2 CL) o L=10NT) 

WRITE(6*6) (Le ТІС) /NTL CL) » NT2 (CL) »LZ 13 e NT) 
FORMATCUIX:*GENe TENSIONE? М»!»13:012-5921%) 

CONTINUE 

IF(NCT)17 17:18 

READ(5:7) (CT(L)eNCTL(L)eNCTZIL) eNCT3(L) NCTSIL) о1.=1. МСТ) 
FORMAT (010.35.613) 

МАІТЕ (6,8) (LYCT(L) »NCTL (CL) »NCT2(L) S NCTS3CL) ^ NCT& (Ц) s LZ1 9 МСТ) 
FORMAT (1Х, * GENS CONTR. TENS.N: *  I35:012, 3» 4 I3) Š 
CONTINUE 

ІР (ММ) 20,20»19 

АЕАО(5ғ9) (NNI CL) eNN2 (L) e NN3(L) e NNG(L) »LZ 12 NN) 
FORMAT(uI3) 

WRITZ(6»10) (LeNNI (CL) »NN2 CL) &NNS CL) ЧАЦ (CL) o Z1 NND 
CONTINUE 

FORMAT(1X»'NULLORE М: 132х613) 

NzNO-1 

NAzZN*NT 

NBZNA*NN 


In.8.3 


ooo 


ooo 


Lista del programma 


INGRESSO DATI RELATIVI ALLA RISPOSTA 

КЕАО (5,301) МО 
301 FORMAT(1013) 

КЕАО (5.301) (JUCL) »Lz 15 NU) 

КСАО (5.302) NTOT?D 
302 FORMAT(I3:010.3) 

НЕІТЕ (6,305) МТОТ, 0 
305 FORMAT(1H0e5Xs*SIMULAZIONE» N.ISTANTI -%,1%/ 

*6X»' INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO =° 012.3) 

WRITE(G6? 307) ND» (JUIL) e LZ1 2 NU) 
307 FORMAT(1H0»5X»'TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO',Iu/ 

#6Xe SHTEMPO»3Xe "NODI : *'»10(I2;BX)) 


MODIFICA DELLA TOPOLOGIA DEL CIRCUITO 
NRIZNR 
NCIZNC 
IF(NL}3200320,321 

321 D0322K-1»NL 
'"NRZNR*1 
R(NR)Z2.00*2L(K) /D 
N1(NR)ZNL1(K) 
N2 (NR) ZNL2 (K) 
NCZNC+1 
CI(NC)ZCL(K) 
NC1(NC)ZNL2(K) 
NC2 (NC) ZNL1(K) 

322 CONTINUE 

320 IF(NQ)324,324,325 


325 D0326KZ1 NQ 


NR=NR+1 
R(NR)ZD/(2.D0sZQ(K)). 
NI(R)ZNQ1L(CK) 
N2(NR) zNG2 (K) 
NCSNC+1 
CI(NC)ZTQ(K)/R(NR) 
NC1(NC)ZNQ1i(K) 
NC2 (NC) =мо2 (К) 

326 CONTINUE 

324 CONTINUE 


DETERMINAZIONE DELLE MATRICI AC E AT 
IF(NC)330^ 330» 331 
331 DO332L-1:;NC 
332 CtL)z0.D0 
330 IF(NT)333»333^ 334 
334 DO335Lz1»NT 
335 T(L}=0.00 
333 CONTINUE 
IF{NC}34003400341 
341 K-1 
СК) z1.00 
344 CONTINUE 


CALL МООІ1 Аг BNINA МВ» NDeReNI»NZ»s NR СТ МСТІ, МСТ2, МСТЗ» 
* NCTU :NCT» ТМТ МТ2е NT? CeNCT e NCO^ NCoNN1;NN2» 
ж NN3 e NNG è NN) 


0034 7Lz1»N8 
347 AC(LeiK)=8(L) . 
C(K)z0.00 
IF(K-NC) 348: 340» 340 
348 K=K+1 
C(K)=1eD0 
GOTO344 
340 CONTINUE 
IF (МТ) 350» 350,351 
351 K-1 
ТК) =1 00 
345 CONTINUE 
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312 Lista del programma HI.B.3 


142 С 

153 CALL МООІ1 (А? Ве Мя МА. МВ МОА» №1 М2. МАСТ, МСТІ е МСТ2еМСТЗ» 
154 * NCTEeNCTTeNTLNT2eNTeCeNC10NC22NCoNNIoNN2? 
145 ЫШ NN3eNN4,NN) 

146 c 

147 D0353Lz1»NB 

158 353 AT(LeK)}=3(L1) 

159 T(K)20.00 

150 IF (КМТ) 354, 350» 350 

151 354 K=K+1 

152 ТК) =1,.00 

153 GOTO345 

154 350 CONTINUE 

155 с 

156 с 

157 с SIMULAZIONE 

158 МТЕМРО=0 

159 360 CONTINUE 

160 TEMPOZDFLOAT (NTEMPO) 0 

161 с 

162 с ANALISI MEDIANTE L'ESPRESSIONE ESPLICITA 
163 00370к=1,№8 

164 ВК) =0.00 

165 IF (NC) 372,3720373 

166 373 D0374L=1#NC 

167 374 B(K)=B(K)+AC(K+L)*CI(L) 

168 372 IF(NT)375»375» 376 

169 376 D9377L=1eNT 

170 377 BIK)=B(K)+AT(KeL})sTI(L} 

171 375 CONTINUE 

172 370 CONTINUE 

173 с 

17% © 

175 с STAMPA DEI RISULTATI ALL'ISTANTE NTEMPO 
176 D0380L 21» NU 

177 J-2JU(L) 

178 380 BU(L)=B(J4) 

179 WRITE(6,381)NTEMPO»TEMPO?(BU(L)eL=1.NU) 
180 381 FORMAT(1XoI3:010-3,1X#10010.3) 
181 с 

182 с 

183 с VERIFICA FINE CICLO 

184 ІҒ(МТЕМРО-МТОТ) 362» 362»56% 

185 36% 5ТОР 

186 362 NTEMPOZNTEMPO*1 

187 с 

188 с 

189 с MODIFICA OEI VALORI OEI GENERATORI 
190 IF (NL) 385» 585, 386 

191 386 00387K-1»NL 

192 K1zNL1(UK) 

193 K2zNL2(K) 

194 IF (K1-ND) 388» 389» 588 

195 389 VKz-8(K2) 

196 G9TO392 

191 388 IF(K2-ND)390*3917390 

198 391 VK-zB(K1) 

199 6070392 

200 390 VKzB(K1)-8(X2) 

201 392 CONTINUE 

202 K3zNRI*K 

203 RKZR(K3) 

204 Ku zZNCI*K 

205 CK=VK/RK+CI(K4) 

206 CI(K4) =CK+VK/RK 

207 387 CONTINUE 

208 385 CONTINUE 

209 IF (М9) 393» 395» 59% 

210 394 00400к=1,м9 

211 K1zNQ1(K) 


212 K2=NQ2 (K) 


HI.B.3 


213 
214 
215 
216 
217 
218 
219 
220 
221 
222 
223 
224 
225 
226 
227 
228 
229 
250 
231 
232 
233 
234 
235 
236 
237 


со oo ooo 


396 


395 
398 


397 
399 


400 
393 


Lista del programma 


ІЕ(К1-М0)395» 396» 395 
VK==8 (K2) 

60970399 
IF(K2-ND) 397, 3987397 
VKzB(K1) 

G0T0399 
VK=B(K1)-B(K2) 
CONTINUE 

KSZNRI*NL*K 

RKZR(K3) 

КФ zNCI*NL*K 
CKZVK/RK-CI (Ku) 
CI(K4 ) ZCK *VK/RK 
CONTINUE 

CONTINUE 


VALORI MODIFICATI DEI GENERATORI INOIPENDENTI 
CALL M23(NCeCIeNTeTI:sNTEMPO?0) 


6070360 


ЕМО 
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Ш.С - Esempi di applicazione del metodo della trasformata di 
Laplace. 


Esempio Îil.C.1. 


Dato il circuito di fig.lll.C.1 determinare la tensione v(t) 


Fig.Ili.C.1] - Circuito considerato nell'esempio II.C. 1. 


supponendo che la tensione v (t) abbia l'andamento indicato in fig.lll.C.2. Si conside- 


rino nulle le condizioni iniziali all'istante t=0. 
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Seguendo il procedimento simbolico di analisi nel dominio di Laplace indicato 
in tabella III.4. 1, trasformiamo il circuito di fig.IIIl.C. 1 nel dominio di s. 


v (O 


Fig.III.C.2 - Andamento della tensione Vo 
del generatore v (9. 


т [4 
La funzione di eccitazione v (9 può essere espressa come segue: 
= = Ty] 
v (t) v lu 1 (9 u (t T) 


Perció la trasformata у (s), applicando la proprietà 1 (linearità) e la: proprietà 


IV (traslazione nel tempo), risulta-pari a: 


1 
у = T3 JETS 
vim V. " (1-e ^?) 


Il circuito trasformato nel dominio di Laplace è quindi quello indicato in figu- 


ra III. C. 3, tenendo conto del fatto che le condizioni iniziali sono nulle. 


D Ri 


Fig.IlI.C.3- Circuito trasformato nel dominio di Laplace. 
Risolviamo il circuito mediante il metodo dei nodi, al fine di determinare la 


tensione incognita V,(s). Risulta sufficiente scrivere la seguente equazione di equili- 


brio al nodo 2: 


1 1 l 
MS) — +——+#=С ee) (c s) va =o 
2 5 R, 1 2 к, 1 1 


da cui si ottiene, tenendo conto del valore di V (s): 


Ш.с 


R,(sC, R) +1) 
Vas) = 


Р — А-Т = 
2 St E LI NI Mese. 


| Кук 
(К.Е T5, t3) stl|'s 
BV PUR 24 


= F(s:(1- eTs) V, 


Effettuando lo sviluppo in frazioni parziali di F(s), si ottiene: 


R,(s с, R, + 1) 


A B 
F(s) = ——ə— — ə —ə > a >>> -ə>— TR N ?yéÁ X- —% V-— =— + 
| R R, | s sta 
(R,*R)|(C,*C,)) —— s s+1 | ° s . 
1 2 1 2 ВЕБ 
1 2 
соп: 
R +R, 1 
a = 
C * C, R R, 
Ro 
A = lim sF(s) = 
5-0 Tur 
Ci R, 
B = lim [Е(5) "(= +а)] Core Nic I 
s--a с, +C, R +R, 


Perció la tensione V,(s) si puó esprimere nel modo seguente: 


É B | Ф 
У. (sy = [== + (1-е `5) У 
2 5 sta а 0 


Antitrasformando quest'ultima espressione si ottiene: 


vj) = V (A +B e") ul - Vo [две METI] u(t- T) 


I possibili andamenti della tensione vo (0 sono riportati nelle figg.III.C.4 a, b, 


е c, nei tre casi B<0, B -0, B?0. 
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а) 
və(t) 
VA? Vg 
du t 
b) 
М0) 
M 
VA 
t 
T 
c) 


Fig.ill.C.4- Possibili andamenti della tensione У209: 


caso a) in cui В <0; 
caso b) in cui B - 0 (partitore RC compensato); 
caso c) in cui B? 0. 
In tutti e tre i casi si ha: 
Ro ‘Ci 


у е Ша Vai 


Шұ, с=с ы 
А” OR.I+Ro 


Esempio III.C.2. 


Dato il circuito di fig.lll.C. 5, determinare la tensione 


və (t), supponendo che la 
tensione v (t) abbia l'andamento indicato in fig.lll.C.6 e che la tensione iniziale del 


condensatore sia Vo: 
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Fig.lll.C.5 - Circuito considerato nell'esempio III.C.2. 


Fig.IlI.C.6 - Andamento del- 


la tensione v (0. 


La funzione di eccitazione può essere espressa come segue: 
vi( = fu (0 = 2, e * u (e = 3D) 
Trasformando la tensione v (O si ha: 


1 
MIC == 11-2 «13 t e Ts] 
s 


Il circuito trasformato nel dominio di Laplace è riportato in fig.III.C.7;utilizzan- 


do per il condensatore lo schema indicato in tabella Ш. 3.2. 


Fig.lll.C.7 - Circuito trasformato nel dominio di s, ottenuto da quello di fig.III.C.5. 
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Scriviamo рег il circuito di ће. Ш. С.7 il sistema risolvente su base maglie, sce- 
gliendo le tre maglie indicate in fig.III.C.8 e sostituendo al nullatore un corto-circuito 


ed al noratore un generatore di tensione. 


Fig.ill.C.8 - Scelta delle maglie per l'analisi del circuito di fig.IlI.C.7. 
Si ottiene il seguente sistema di equazioni su base maglie: 


L(s)* R, = V (s) 


Ls) = MAC) 


LE. 
sC 
1,(5) Ç R, = MAC) 


A queste equazioni va aggiunta quella del vincolo imposto dal nullatore presen- 
te, cioe: 


1, (s) = 1„(5) = 0 


Eliminando dalle equazioni precedenti 1, (s) ed 1,(5), si ha: 


1 0 
V.(s)* = — = V (s) 
1 sR C s 2 


e quindi, tenendo conto dell'espressione ricavata per V (s): 


i T 3T "o 
Vu eee [у= шыша Бе э] og 
52 R C > 
L'antitrasformata di МАЕ è la seguente in base alla (III. A. 40): 


1 
ent lu (0 7 2u 5 (- T) + u „(-зт)] + Vou (O 
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il cui andamento è riportato in Нр.Ш.С.9 per i valori: 


C=1F, V = 1V e T = 1 sec 


Fig.IlI.C.9- Andamento della ten- 
sione vo(t) ottenuta nell'esempio 
II. C.2. 


(sec) 


Esempio Ї1.С.3. 


Dato il circuito di fig.I11.C.10, nel quale si considerino nulle le condizioni ini- 
ziali e costante ed uguale a 2 volt la tensione di eccitazione, si determinino gli anda- 
menti nel tempo delle correnti nei due induttori e l'energia dissipata nel resistore nello 


intervallo di tempo 071 sec. 


Fig.lll.C. 10 - Circuito conside- 
rato nell'esempio Ш.С.3. І va- 
lori dei componenti sono: V = 2 
LE L,-1,M-1, R=2(V,H ) 


Effettuando la trasformazione del circuito assegnato, si ottiene il circuito fitti- 


zio nel dominio di s, riportato in fig.III.C. 11. 


Fig.lII.C.11 - Circuito trasformato nel 
dominio di s ottenuto da quello di fi- 
gura III.C. 10. 


Per l'analisi del circuito di fig.III.C. 11, applichiamo il metodo delle maglie, mo- 
dificato opportunamente per la presenza della mutua induzione corrispondente al termine 
sM. Scegliamo come variabili ausiliarie le correnti di maglia 1 (s) e 1,05), indicate in 


fig.III.C.11. Si ottengono le.seguenti equazioni: 
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Maglia 1 (R+sL,) L + (R- sM) 1; = у,/5 


МарПа 2 (R- sM) I, + (R+sL,)l, = ML 


Si puó notare che la presenza del termine sM dà luogo ad un'ulteriore interazio- 
ne tra le correnti di maglia. Infatti nell'equazione relativa alla maglia 1 è presente il 
termine - sMI,, coincidente con la tensione provocata in tale maglia dalla corrente 12. 
che circola nell'altra maglia, attraverso la mutua induzione (il segno negativo e dovuto 
al fatto che i versi convenzionali delle due correnti di maglia sono disposti in modo op- 
posto rispetto ai segni di riferimento degli induttori). Sostituendo i valori numerici, si 
ha: 


2 
(2+25)1, + (2 - s) I, ge: 


2 
(2- 51, + (2+ s) 1, ЕЕ 


Risolvendo il sistema si ottiene: 


2 
— 2-5 
5 
2 
= 2+5 
s á 
1 (s) = 
2+2s 2-s 52+ 10% 
2-s 2+s 
2 
x 2428 -- 
5 
2 
2-5 -- 
s 6 
I. (s) = 
E 2 
2t2s 2-5 s^ + 105 
2-5 2s 


Sviluppando in frazioni parziali, si ottiene: 


A B 4 
Ls) = —+ ; А- 
5 5%10 s + 10 


4 4 


Е 5 


4 
s=0 10 S |8--10 10 
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Antitrasformando L (s), si ha: 
4 
i (9 = — (1-e"l0tu (O 
10 з 
Analogamente, si ottiene: 
6 
1,00) = — (1-e95 u (0) 
2 10 -1 


Gli andamenti delle correnti 1109 е 1200 sono mostrati nella fig.IlI. C. 12. 


Fig.lll.C.12 - Andamenti delle correnti 1109 е 1,00 nell'esempio Ш.С. 3. 


Per calcolare l'energia dissipata nel resistore, occorre determinare la corrente 


che lo percorre. Dalla fig.HI.C.11 e dalle espressioni di i (0) ed 1200) ricavate in pre- 
cedenza, si ha: 


(д = 1100 + 1,00 = (I e19') u (0 


L'energia dissipata nell'intervallo 07 1 sec vale: 


1 1 
E. -[ ко) dt Ji 2:(1-e1992 qç = 
0 0 


1 1 
4 2 
-[ (2-4 e"10t t 26720"; dt - Е «rito = e| z 1,7 joule 
1 
0 


Esempio lll.C.4. 


Determinare l'andamento della corrente i che percorre uno dei condensatori del 
circuito di fig.I11.C.13, nell'ipotesi che le condizioni iniziali siano nulle e che la ten- 
sione impressa dal generatore abbia l'andamento riportato nella parte b) della stessa 
figura. 
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a) b) 


Fig.lI.C.13 - Circuito considerato nell'esempio III.C.4. In b) è riportato 
I' andamento della tensione impressa. 


Applicando il metodo di analisi su base maglie al circuito fittizio che si ottie- 
ne trasformando quello di fig.III.C.13a nel dominio di Laplace, con variabili ausiliarie 


coincidenti con le trasformate delle due correnti di maglia i, ed із» si ha: 


Due 1 
I Zia) (= t =] vo 
(= 2 sC g 
1 2 
ub — +sL +L t) 
sC sC 


Risolvendo tale.sistema si ottiene la trasformata della corrente incognita i, 


" 
° 


coincidente con 1,(5), cioè: 


sC(s?LC 4 1) 
(s) = ————— — v (8) 
g 
2LC s24.3 


Per determinare l'andamento nel tempo richiesto, occorre preliminarmente indi- 
viduare la trasformata ME della tensione impressa. Scrivendo in forma opportuna ta- 
le tensione, si ha: 


MAC - M? u (©) = Vou C D 


a cui corrisponde: 


V 


0 
У (s = — (1-e°57) 
g s 


Tenendo conto di questa espressione e sviluppando in frazioni parziali la parte 
razionale della 1,05), si ottiene: 
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1 0,5 
vc 8+ — УС == 
0 LE T (27 LC Т 
LU) e s (1- e^) -- |1= (1- e!) 
2 1,5 2 zh 
s24 — pino 
Lc Lc 


Per antitrasformare, osserviamo che dalla tab.III.A.1 si ha: 


«t 1 | LC | L5 
D еы шаа sin |— се (9 
SE) 1,5 LC қ 


54%-- 


9 
LC 


e quindi risulta: 


Fig.lll.C.14 - Andamento della corrente i(t) del circuito di fig.III.C.13 per i 
valori indicati di T. In ambedue i casi il valore di Ip ё: 


= 
V — 
0 Үбі. 
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VUE 
0 
io = — lugo - u (e= T)] + 


Yo TE ea 3 
4 === = ісіп = (t- T) u , (t- T) - sin M-—— t° u (e) 
2 GL 2LC : ЖЕС к 


In fig.III.C.14a е riportato l'andamento di i(t) nel caso che T=77 y 2LC/3. Si 


vede che sono presenti due impulsi di Dirac in corrispondenza a t=0 ed a t=T, diretti 


N 


in senso contrario. Inoltre la corrente ha un andamento sinusoidale indefinito. E inte- 
ressante mettere in evidenza il fatto che per valori particolari di T, la corrente i(t) ha 
una durata limitata. Questo accade рег T = 277 (21.С/3. Infatti, іп cuesto caso si ha: 


V.C Were i 
ко = — І(9- u(t- T)] su sin t* [u 109 а c] 
2 2 {61 2LC - к 


L'andamento risultante per la corrente è riportato in fig.IIl.C.14 b. 


Esempio III.C.5 


Svolgere l'esempio III.C.4 nell'ipotesi che la tensione impressa abbia l'anda- 
mento di fig.Ill.C.15. 


Fig.Ill.C.15- Andamento del- 
la tensione impressa dal ge- 
neratore del circuito di figu- 
ra Ш.С.13 nell'es. III. C.5. 


Avendo già determinata l'espressione della trasformata della corrente incognita 
in funzione della trasformata della tensione impressa nello svolgimento dell'esempio 
III. C.4, occorre individuare nel caso presente la trasformata dell'eccitazione. A questo 


scopo osserviamo che l'espressione analitica della MAD e: 


M t-2T 
v (9 = Vr = u (0 + Ya + Vo " u QC- 2T) 


a cui corrisponde la seguente trasformata: 


Ш.с 


V Е 
0 Ts-1 157291 
V (s) - + eT 
Li T 2 42 


0,5 
Vg Lc s= UT SIT 
L(s) = 1------ |= — 
15 s s 
s? 4 se 
LE 
ЖҰТЫ 
x руе уе 
0 LE 1 6 LC 0 T 1 
E =. CENE 
Ж 1.2 3s 1,5 T 2 35 
52+ — 
ЕС 


Antitrasformando l'espressione precedente, si ha: 


Ms CV 
0 0 
i) —— СКС Fugc-27)] - 


tx u j(t- 2T) cos 


1 
о 
< 

o 

с 

к. 
үл 
@ 
e. 
. 
n 
° 
ш 
кә 
өш 
A 


i(t) nel caso particolare di 


ES 
qz 71 — 
5 


è riportato in fig.III. C. 16, dove si è posto: 


L'andamento di 
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[u (O) - u 16-27)! + 


(t- 2 


ZEC 


ы С 3 3 
u (t sin t+u Ме 2T) sin 
us > 2LC 
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Fig.lil.C.16 - Andamento della corrente i(t) del circuito di fig.III.C. 13 nel caso 
che la tensione impressa abbia l'andamento di fig.llI.C.15 con T = z (2LC/3. 


Esempio IlI.C.6. 


Determinare per quali valori dei componenti si innesca un'oscillazione sinusoi- 
dale nello schema di fig.Ill.C. 17, che rappresenta un oscillatore di Colpitts a transi- 
stori. Si effettui l'analisi nella fase d'innesco, supponendo che il transistore sia linea- 
re e rappresentabile, insieme con il circuito di polarizzazione, come indicato in figura 
ІН.С.18. Si supponga inoltre il circuito a riposo per і-0 e l'eccitazione coincidente 


con un generatore di corrente avente come grandezza impressa un impulso unitario. 


Fig.11.C.17 « Schema dell'o- 
scillatore di Colpitts. 


I.C 
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Fig.111.C.18 - Schema dell'oscillatore di Colpitts usato per l'analisi dell'innesco 
delle oscillazioni. 


Dopo aver trasformato nel dominio di Laplace il circuito di 419.111. C.18, analiz- 
ziamolo con il metodo dei nodi, prendendo come nodo di riferimento il nodo 3. Si ottiene: 


1 1 
vo» [эс + G -.| о - 1 
1 1 1 sË. 2 sL 


1 1 
-va [> - 86, |у, | LXI 
1 510 1 2 2 2 ат. 


Determini amo Vols), che coincide con la trasformata della tensione incognita 
у,0). Si ottiene: 


1 
PRG 
sL 
V.(s) = = 
| Х > i ) 
sC tG; + — J| sC FG Ж — Je — | —— = 86 
1 1 sL 2 2 sL « SL N sL. 1 
1- BG, 5 


Sa бу р қ А 
СОС ас G, 48,0.) С Сб GL) G 4G. RG, 


Affinché si inneschi l'oscillazione sinusoidale occorre che il denominatore ab- 
bia una coppia di radici +) о , essendo ° la pulsazione desiderata. Di conseguen- 
za, il denominatore della У (5) deve essere del tipo: 


D(s) = (s2 + wi) (s * a) = s! tas? +025 +ао2 
con а > 0. 
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Uguagliando termine a termine i coefficienti del denominatore di V,(s) con quel- 
li voluti, si ha: 


C. G. f G C, 


1772 
= s 
C C, 
C tC, tG GL к 
= вй 
C CL 
G +G, +G 
i = аш, 
C CL 


` 

E evidente che le relazioni precedenti sono soddisfatte e quindi si ha l'innesco 
dell'oscillazione sinusoidale se il prodotto della prima relazione per la seconda ugua- 
glia la terza, cioe se: 


кае р жске 
С С 


(- G, ) C tC,tG G,L G,tG,* RG, 
2 SI 


C CL C CoL 


Tale condizione equivale a richiedere che il guadagno del transistore sia: 


C R, L 1 1 с, 
В = + — + + — 
Сй. Ro N GR Ch G 


2 2 


ШО - Esempi di applicazione del metodo alle differenze finite. 


Nel presente paragrafo riportiamo alcuni esempi di applicazione 
del metodo alle differenze finite, descritto nel $ Ш.6. Il programma іп 
FORTRAN di tale metodo è descritto nell'appendice Ш.В, a cui si ri- 
manda per chiarimenti riguardanti i formati in cui debbono essere presen- 
tati i dati di ingresso, che descrivono il circuito, ed i dati di uscita. 
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Ш.р т - Esempi riguardanti un filtro. 


Il primo gruppo di esempi che si considera riguarda il comporta- 
mento del filtro passabasso‘!’ di fig.III.D.1 sotto l'azione di varie ecci- 
tazioni. [n ognuno degli esempi, si riporta il tipo di eccitazione, la de- 
scrizione qualitativa del comportamento del filtro, la forma delle schede 
di ingresso e l'uscita del calcolatore. 


Fig.Ill.D.1 - Schema del filtro passabasso normalizzato considerato nel primo 
gruppo di esempi. I valori dei componenti sono: R=1, C, = 0,1878, С-- 0,3070, 
L. = 0,1942 (0, F, H). 


Lo schema di fig.IIl.D.1 è stato normalizzato in freguenza rispetto а 10kHz ed 
in livello rispetto a 6000 , con la tecnica descritta successivamente nel $ V.8. I valo- | 
ri originari dei componenti erano в -600 Q, c, C,731,30nF, C p^ ds 176 nF, La 11 ,65 mH, \ 
corrispondenti ad una frequenza ai taglio 11 034 kHz ed a un use in banda del 


ж. 


Le schede d'ingresso riguardanti la descrizione del circuito sono: 
1234567 8 9 1011121314 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 


5 2 2 3 0 1 0 0 

J *:075050 D O 0 1 2 

Ll. 20710: 1000 4 5 

L 99: 42 15-41 2 3 

Lem 42 D---1 3 4 

Jj. 5 7B Ww BD vo 2 5 
———— r A— V —J —— — 

1.549 2 8 D = 4 5 

di. Q 7.0. Ik — 1 3 5 
аа-аа K  nY — F Y c 

(1) - Il filtro considerato ë un filtro tipo Cebicef tratto dal testo R. Saal, «Der Entwurf 


von Filtern mit Hilfe des Kataloges normierter Tiefpàsse», Ed. Telefunken. 
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Per quanto riguarda l'eccitazione, le relative schede dt ingresso 
verranno riportate nell' ambito di ciascun esempio, in quanto si tratta di 
casi di versi l'uno dall'altro. L'andamento dell'eccitazione coincide in 
ogni caso con la tensione del nodo 1 rispetto al nodo 5. 


Esempio IlII.D.1. 


Determinare l' andamento della tensione di uscita v (t) nel caso che l'eccita- 
u 
zione у ft) di fig.lIl.D.1 coincida con un gradino di tensione di ampiezza uguale ad 


1 volt. 


Scegliamo un intervallo di campionamento normalizzato uguale a 0,1 e facciamo 
stampare per 100 istanti successivi le tensioni dei nodi 1 e 4 rispetto al nodo 5. Le 
schede di ingresso riguardano la tensione di eccitazione all'istante iniziale, le tensio- 
ni che si desidera stampare, il numero di istanti considerato ed il passo di campiona- 
mento. La subroutine M23 in questo caso non interviene, in quanto il valore dell'ecci- 
tazione negli istanti successivi a quello iniziale si mantiene costante. Le schede in 


questione sono: 


] 2 % 456 7 8 9 10 111213 14 15 16 
l 50 0.0 D. 0 1 5 


Da un punto di vista qualitativo e facile rendersi conto che al aescere del tem- 
po i condensatori tendono a comportarsi come circuiti aperti e gli induttori come corto- 
-circuiti. Quindi la tensione v (OO tende a divenire la metà della v (t), cioè 0,5 volt. 
L'esame qualitativo precedente è confermato dall'andamento fornito dal calcolatore e 
riportato di seguito. Precisamente, il valore 0,5 viene raggiunto in corrispondenza al- 
l'istante 4,3. Per cuesta ragione, la stampa viene limitata ai primi 70 passi dei 100 


preventivati. 
— Uscita del programma. 


CIRCUITO ASSESNATO:NUMERO NODI- 5 

NUMERO RESISTORI- 2 

NUMERO INDUTTORI = 2 

NUMERO CONDENSATORI = 3 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0 

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS=e= 0 
NUMERO NULLORI= 0 


(segue) 


ША 
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RES*N* 1 »100+001 1 2 

RESeN» 2 .100+001 u 5 

INDeN» 1 »194*000 2 3 CORR.IN.-7 
INDeN» 2 «194+000 3 у CORR.IN,.-7 
сом0.М. 1 .188*000 5 TENSeIN»= 
CONDeN» 2 »307*000 5 ТЕМЅаЈМ› = 
COND.N» 3 .188*000 5 TENS,.IN»-z 
GEN*TENSIONE: Ne 1 .100%001 1 5 

SIMULAZIONE? N.ISTANTI = 100 


.000 

„000 
‚000 
„000 
‚000 


INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO = »100+000 


TENSIONI DEI NODI RISP» AL NODO 5 


TEMPO 
.000 
»100*000 
.200%000 
“300%000 
.%00%000 
.500%000 
.600+000 
.700+000 
«800%000 
.900+000 
10 >100%001 
11 .110%001 
12 +120+001 
13 »130+001 
14  «1u0*001 
15 s150+001 
16 +160+001 
17 +170+001 
18 -180+001 
19 >190%001 
20 .200%001 
21 .210+001 
22 .220%001 
25 .250+001 
24 «2404001 
25 +250+001 
26 2604001 
27 .279%091 
гв >280%001 
29 .290%001 
30 »300+001 
31 «3104001 
32 .520%001 
33 +330+001 
34 «3404001 
35 «5504001 
36 «3604001 
37 «3705001 
38 %»580%001 
39 »390%001 
40 >»%00%001 
41 -410+001 
42 »4204001 
43 »430+001 
44 >840%001 
45 »450+001 
46 +460+001 
47 .970+001 
48 »%89%001 
ug :%90%091 
50 »500%001 
51 .»510%001 
52 .520%001 
53 .550%001 
Su .540+001 
55 .550%001 


шочо олгим но 


NODI + 1 


100%001 


100%001. 


.100+001 
•100+001 
.100%001 
4100%001 
1004001 
.100%001 
.100%001 
100%001 
.100%001 
100%001 
.100+001 
100%001 
100%001 
100%001 
100%001 
.100*001 
.100%001 
“100%001 
“100%001 
»100*001 
.100%001 
*100*001 
.100%001 
41004001 
.100%001 
4100%001 
.100%001 
»100*001 
»100*001 
+100+001 
.100%001 
.100%001 
100%001 
.100+001 
.100+001 
»100+001 
»100*001 
•100+001 
»100+001 
•100+001 
+100+001 
“100%001 
»100*001 
»100+001 
.100+001 
»100*001 
.100%001 
.100%901 
4190%001 
100%001 
»100+001 
.100%001 
4100%001 
4100%001 


4 
„398-003 
„378-002 
„175-001 
‚532-001 
„121+000 
.220%000 
.338+000 
+451+000 
.536%000 
.577%000 
.575+000 
.541+000 
.498%000 
+464+000 
.452%000 
.462%000 
+484+000 
.506+000 
+520+000 
45204000 
.510+000 
.406+000 
.u86*000 
+483#000 
+439+000, 
»4984000 
+507+000 
.512%000 
.510+000 
.505+000 
+498+000 
+493+000 
»492+000 
„%95+000 
„Ч99+000 
„505+000 
+505+000 
.505%000 
.502+000 
+499+000 
.497+000 
4974000 
+498+000 
.500+000 
.502%000 
.502%000 
.502%000 
.501%000 
.500%000 
+499+000 
.%98%000 
+499+000 
.5004*000 
«5014000 
«5014000 
+501+000 
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(segue) 
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56 •560+001 .100%001 .500%000 
57 .570%001 »100*001 .500%000 
58 »580%001 100%001 .499%000 
59 »590%001 *100*001 .499%000 
60 »500%001 .100+001 .500+000 
61 •610+001 “100%001 .500%000 
62 .520%001 .100%001 .500%000 
53 .630%001 .100+001 .500%000 
64 «64504001 .100+001 .500%000 
65 •.650+001 “100%001 .500%000 
66 .660%001 .100%001 .500+000 
67 .670%001 .100%001 .500%000 
68 •.680+001 .100%001 .500%000 
69 •690+001 »100+001 .500%000 
.70 .700%001 *100*001 .500%000 


Esempio III.D.2, 


Determinare l'andamento della tensione di uscita val) nel caso che l'eccita- 
zione v (t) di #9.111.0.1 coincida con un impulso di tensione rettangolare di larghez- 


za normalizzata 0,1 ed ampiezza 1 volt. 


Scegliamo l'intervallo di campionamento, il numero di istanti da considerare e 
le tensioni da stampare come nell'esempio III.D.1. Le schede di ingresso coincidono 
perciò con quelle riportate in tale esempio. La subroutine M23 in questo caso provve- 
de ad azzerare la tensione di eccitazione negli istanti successivi a quello iniziale. 

Da un punto di vista qualitativo è facile rendersi conto che la tensione VUE 
deve tendere a zero al crescere del tempo, in guanto l'eccitazione coincide con un im- 
pulso concentrato all'istante iniziale. Ciò è confermato dall'andamento fornito dal cal- 
colatore. In particolare, anche in questo caso tronchiamo la stampa in corrispondenza 
al passo 70, in corrispondenza al quale la tensione MAG e ridotta a qualche decimo di 


millivolt. 
— Uscita del programma. 


CIRCUITO ASSESNATO:NUMERO NODI= 5 

NUMERO RESISTORI- 2 

NUMERO INDUTTORI = 2 

NUMERO CONDENSATORI = 3 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0 

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN ТЕМ5.= 0 
NUMERO NULLORI= 0 


RESeN® 1 «1004001 L 2 

RESeN» 2 »100*001 4 5 

INDeN® 1 .19%4%000 2 3 CORR.IN,- .000 

INDeN» 2 4194%000 5 4 СОКА, ІМ, = „000 

сомО.ч. 1 »188+000 5 TENSeINe= ‚000 


2 
COND.N«. 2 .307+000 3 5 TENSeINo= »000 
COND.N« 3 188%000 4 5 ТЕМ5.ІМ.т .000 
SEN TENSIONE: М 1 »100*001 1 5 


SIMULAZIONE» М.15ТАМТІ = 100 
INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO - .100+000 


(ѕерие) 


HH.D.1 


© со зоил + Gi) юн O 
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TENSIONI OEI NODI RISP. 


TEMPO 
»000 
100%000 
200%000 
»300*000 
»400+000 
.500+000 
.600+000 
.700+000 
»800*000 
*900*000 
.100%001 
4110%001 
.120%001 
.130%001 
140%001 
.150%001 
160%001 
»170+001 
»180*001 
4190%001 
.200%001 
*210*001 
.220%001 
*230*001 
.240+001 
.250%001 
*260*001 
*270*001 
»280+001 
«2904001 
.300+001 
•310+001 
«320%001 
.350+001 
*3u0*001 
.350%001 


.360%001: 


4370%001 
»380*001 
*390*001 
»400+001 
+410+001 
+420+001 
»430+001 
»440+001 
.450%001 
.460+001 
.%70%001 
г%80%001 
+490+001 
.500+001 
.510+001 
»520+001 
+530+001 
„5%0+001 
*550*001 
*560*001 
.570%001 
.580%001 
:590*001 
.600%001 
*610*001 
.620%001 
.630+001 
.640+001 
.650%001 
+660+001 
.670%001 
»680*001 
«6904001 
7004001 


NODI : 1 


100%001 
=+589-018 
-.129-018 
„125-018 
186-018 
.119-018 
100-019 
736-019 
983-019 
686-019 
.1%1-019 
«309-019 
+446=019 
.249-019 
-,128-019 
-+870-019 
-.603-019 
880-019 
177-019 
155-019 
374-019 
402-019 
257-019 
‚278-020 
„17%-019 
*266-019 
7:229-019 
-?997-020 
496-020 
151-019 
158-019 
.108-019 
104-020 
754-020 
114-019 
«955-020 
382-020 
267-020 
.693-020 
745-020 
461-020 
.213-021 
“556-020 
.515-020 
.423-020 
161-020 
“150-020 
315-020 
«552-020 
201-020 
298-022 
164-020 
231-020 
186-020 
«669-021 
.620-021 
143-020 
.1%7-020 
«866-021 
206-022 
753-021 
103-020 
816-021 
275-021 
.297-021 
645-021 
653-021 
373-021 
=.242-022 
-+3%6-021 
=.463-021 


4 
‚398-003 
„339-002 
„137-001 
„356-001 
«674-001 
„993-001 
„118+000 
„113+000 
849-001 
4813-001 
‚280-002 
335-001 
.433-001 
.3534-001 
.122-001 
.931-002 
.222-001 
.228-001 
.135-001 
296-003 
.102-001 
.138-001 
»103-001 
206-002 
‚536-002 
„960-002 
„892-002 
.%37-002 
.142-002 
„570-002 
‚682-002 
»478-002 
+983-003 
‚263-002 
.452-002 
512-002 
‚200-002 
.642-003 
.256-002 
»305-002 
211-002 
4809-003 
„119-002 
«200-002 
‚180-002 
+B43-003 
+329-003 
.116-002 
„135-002 
„91ч-003 
4148-0035 
„557-003 
„903-003 
„795-003 
„356-003 
«166-003 
„531-003 
602-003 
.398-005 
.527-00% 
„259-003 
»406-003 
«350-005 
«151-003 
»825-004 
»241-003 
„268-003 
„173-003 
„175-00% 
„120-003 
„182-003 


AL NODO 
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(segue) 
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Esempio III.D.3. 


Determinare l' andamento della tensione di uscita v (t) nel caso che l'eccita- 
u 
zione v (t) di #9.111.0.1 coincida con un'onda quadra di ampiezza 1 volt e di frequen- 


za normalizzata 0.5. 


Scegliamo l'intervallo di campionamento, il numero di istanti di campionamento 
e le tensioni da stampare come nell'esempio III.D.1. Le schede di ingresso coincidono 
perciò con quelle riportate in tale esempio. La subroutine M23 in questo caso deve for- 
nire l'andamento previsto per l'eccitazione. Per effetto dell'intervallo di campionamen- 


to scelto tale andamento è quello mostrato in fig.III.D.2. 


Fig.lll.D.2 - Andamento dell'ec- 
citazione fornito dalla subrouti- 
ne M23 nel caso dell'es.III.D.3. 


0.8 .9 1811,9 2.8 12:9 
| bug 


I 
— ———— 


Da un punto di vista qualitativo si nota che l'eccitazione applicata, al crescere 
del tempo, tende a coincidere con la somma di varie funzioni sinusoidali di frequenza 
multipla dispari di 0,5. In particolare cuella di frequenza più bassa, cioè 0,5, ha una 
ampiezza di 4/7. Poiché il filtro passa-basso di fig.III.D.1 ha una frequenza di taglio 
normalizzata di 1.1, esso ha un effetto tagliante su tutte le componenti dell'eccitazio- 
ne, esclusa quella di frequenza 0.5. Per questa ragione al crescere del tempo la tensio- 
ne v (9 tende ad avere un andamento sinusoidale di freguenza 0,5 e di ampiezza u- 
guale a circa metà di guella della suddetta componente, cioè 2/7. Se si esamina l'u- 
scita del programma si vede che tale andamento è già presente dopo i primi 40 passi. 
Per questa ragione viene troncata la stampa anche in questo caso dopo i primi 70 pas- 


si. 


— Uscita del programma. 


CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= 5 

NUMERO RESISTORI= 2 

NUMERO INDUTTORI = 2 

NUMERO CONDENSATORI = 3 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0 

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS«- 0 
NUMERO' NULLORI= 0 i ° 


(segue) 


ш.р.1 


Esempi riguardanti un’ filtro 


RES«N« 1 .100+001 1 2 
RES.N. 2 •100+001 4 5 
ІМ0 №. 1 .194+000 2 3 CORR.IN,.- „000 
INDeN» 2 .194+000 3 % CORR.IN,- .000 
CONO.N« 1 .188*000 2 5 TENSeINe= «000 
COND.N«. 2 +307+000 3 5 TENS.IN.= 0000 
COND.N» 3 .188*000 4 5 TENS.IN.z .000 
СЕМ: TENSIONE: Ne 1 +100+001 1 5 
SIMULAZIONE» М.15ТАМТІ = 100 
INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO = г100%000 


TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO 5 


TEMPO NODI : 1 4 

‚000 .100+001  .398-003 
.100%000 100%001 .378-002 
.200+000 .100+001 175-001 
:300*000 .100%)01 .5532-001 
%00%000 100%001 .121%000 
“500%000 100%001 .220%000 
*600+000 .100+001 .538%000 
*700+000 •100+001 .%51%000 
«800%000 .100+001 .536%000 
.900+000 -»100%001 .577%000 
10 51004001 -»100%001 .567%000 
11 511045001 -e100+001 .506%000 
12 »120%001 -%-100%001 .392+000 
13 1304001 -:%100%001 .225%000 
14 2140%001 -:100%001 „124-001 
15 +150+001 -.100*001 -.214+000 
16 >150%001 71004001 -.%19%000 
17 2170%001  -:1004001 -.566%000 
18 «1804001 -»100%001 -.&35+000 
19 •190+001 100%001 -.628%000 
20 .200%001 100%001 -.565%000: 
21 .210%001 41004001 -.464+000 
22 .220%001 1009001 -.337+000 
23 »230+001 .100+001 -.180%000 
24 ,240+001 100%001 .559-002 
25 .250%001 100%001 .207%000 
гь +260+001 .100+001 .397+000 
27 .270%001 .100+001 .5%%%000 
гв >280%001 »100+001 .625%000 
29 .290%001 -%100%001 .633%000 
30 .300*001 -.1004001 .580%000 
31 «3104001 -»100%001 .%82%000 
32 .520%001 ~.100+001 .2%8%000 
35 +330+001  -.100*001 .180%000 
34 .540%001 -%100%001 -.155-001 
35 »350%001 -:100%001 -.220%000 
36 >360%001 -:»100%001 -.408+000 
37 »570%001 -:100%001 -.5%8%000 
38 .380*001 -:%100%001 -.622%000 


OONDE G Q > O 


39 •390+001 .100%001 -.625+000 
80 «9004001 100%001 -.571%000 
41 %»%10%001 100%001 -.476+000 
42 »%20%001 100%001 -.3%7%000 
43 .430+001 .100+001 -.18%%000 


44 «8404001 — «1004001 .857-002 
45 »450+001 «1004001 .215+000 
u6 +460+001 .100%001 .406%000 
7 +470+001 •100+001 .550%000 
48 >3%80%001 .100%001 .625%000 
49 »%90%001 -»100%001 .529%000 
50 •500+001 =•100+001 .57%:%000 
51 55104001 -»100%001 .%76ғ000 
52 .520+001 -.100%001 .345+000 
53 5304001 -.100*001 .182+000 
54 5404001 =.100+001 -.107-001 
55 5504001 -.1004001 -.216%000 
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56 +560+001 
57 .570%001 
58 .580%001 
59 .590%001 
60 .600%001 
61 .610%001 
62 .620%001 
63 .650%001 
6% +640+001 
65 •.650+001 
66 +560+001 
67 .670%001 
68  «680*001 
69 .590*001 
70 .700%001 


Esempio ІІІ. .4. 


-.100%001 
=+100+001 
=.100+001 
»100*001 
»100*001 
»100*001 
+100+001 
»100*001 
.100%001 
6100+001 
»100*001 
«1004001 
100%001 
-.100%001 
-.100%001 


-.405+000 
-.5%8%000 
-.625%000 
-.628%000 
-.57%4%000 
-.%77%000 
-.3%7%000 
-.183%000 
-10%-001 
г216%000 
+406+000 
.549+000 
»624+000 
»628+000 
»573+000 


HI.D.1 


Determinare l'andamento della tensione di uscita NC (4) nel caso chel'eccitozio- 


ne v ft) di fig.lil.D.] coincida con un'onda quadra di ampiezza 1 volt e di 


normalizzata 2. 


frequenza 


In questo caso occorre scegliere l'intervallo di campionamento piü piccolo, ri- 


spetto a quello usato negli altri esempi, per evitare gli errori connessi con il 


metodo 


alle differenze finite(1) Per questa ragione scegliamo tale intervallo(normalizzato) u- 


guale a 0,025 ed il numero degli istanti da considerare uguale a 400. Lasciando inal- 


terata la tensione di eccitazione all'istante iniziale e le tensioni desiderate, le sche- 


de di ingresso divengono: 


12 44 5 6 7 8 9 10 1112 13 14 15 16 


1*.00 0 D 0 0 


1 


5 


La subroutine M23 in questo caso deve fornire l'andamento previsto per l'ecci- 


tazione. Per effetto della scelta dell'intervallo di campionamento tale andamento è agud- 


lo mostrato in fig.III.D.3. 


(1) - La valutazione di questo errore è molto semplice se si tiene conto che il program- 
ma basato sulle differenze finite lavora come un vero e proprio filtro digitale. Per det- 


tagli su questo punto si rimanda all'appendice C, riportata in fondo al libro. 
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Fig.llI.D.3- Andamento dell'eccitazione fornito dalla subroutine M23 nel 
caso dell'esempio III. D.4. 


Da un punto di vista qualitativo si nota, come nel caso dell'esempio III. D.3,che 
le componenti sinusoidali,alla cui somma tende l'eccitazione al crescere del tempo,han- 
no tutte frequenze superiori a quella di taglio. Perció in uscita la tensione e essenzial- 
mente dovuta a quella di frequenza più bassa con un'ampiezza uguale a 4/7 moltipli- 
cata per l'attenuazione del filtro in corrispondenza alla frequenza di tale componente. 


L'attenuazione in questione vale 


2 
2 [1+0 Т: (+)] = 82,6 
SAC 


essendo T. il polinomio di Cebicef di ordine 5. 
Quindi la tensione di uscita tende, al crescere del tempe, ad un andamento si- 


nusoidale di frequenza 2 e di ampiezza 


4 


т 82,6 


= 1,54 10? 


Se si esamina l'uscita del programma,tale andamento è presente dopo 300 passi. Per ra- 
gioni di spazio si riportano di seguito le stampe di uscita relative ad un intervallo ini- 


ziale, ad uno centrale e ad uno terminale di quello complessivamente previsto. 


— Uscita del programma. 


CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= 5 

NUMERO RESISTORI= 2 

NUMERO INDUTTORI = e 

NUMERO CONDENSATORI = 3 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0 

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS=e= 0 
NUMERO NULLORI= 0 


(segna) 
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RES*N* 1 100%001 1 г 
RESeN» 2 »100+001 4 5 
INO*N* 1 +194+000 2 3 CORR.IN.- «000 
INDeN» 2 194%000 3 4  CORR.IN.- +000 
CONO.N. 1 .188*000 2 5 TENSeINe= „000 
COND.N. 2 .307+000 3 5 TENS.IN»= „000 
COND.N. 3 »188+000 4 5 TENS.IN»- +000 
GEN- TENSIONE: Ne 1 .100%001 1 5 
SIMULAZIONE? М.15ТАМТІ = 400 
INTERVALLO OI CAMPIONAMENTO = .250-001 


TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO 5 


TEMPO 
„000 
250-001 
«500-001 
‚750-001 
„100+000 
.125%000 
.150%000 
.175%000 
.200+000 
.225%000 
10 •250+000 
il >275%000 
12 »300%000 
13 »325+000 
14 +350+000 
15 •375+000 
16 •400+000 
17 .425+000 
18 :%50%000 
19 +475+000 
20 .500%000 
21 .525%000 
22 »550%000 
23 »575%000 
2% +600+000 
25 .625%000 
25 +550+000 
27 .675+000 
гв »700%000 
29 .725%000 
30 »750%000 


оочоолгомео 


88 .220%001 
89 .222%001 
90 .225%091 
91 .227%001 
92 .230%001 
93 .232%001 
94 .235%001 
95 .237%001 
96 «2804001 
97 +242+001 
98 .245%001 
99 .247%001 
100 .250%001 
101 .252%001 
102 .255%001 
103 .257%001 
104 .260%001 
105 »262%001 
106 •265+001 
107 >»267%001 
108 .270%001 


ІШ € ИТТЕ! 


NODI : 1 


.100+001 
.100+001 
.100%001 
1004001 
.100%001 
100%001 
+100+001 
.100+001 
»100*001 
“100%001 
»100*001 
*100*001 
»100*001 
»100*001 
100%001 
»100*001 
»1004001 
.100%001 
»100*001 
+100+091 
»100*001 
100%001 
.100%001 
100%001 
100%001 
.100%001 
*100*001 
.100%001 
4100%001 
100%001 
100%001 


ооо оо 


.100%001 
100%001 
.100%001 
.100+001 
.100+001 
.100+001 
100%001 
4100%001 
“100%001 
»100+001 
*100*001 
»100*001 
“100%001 
.100%001 
»100*001 
+100+001 
+100+001 
4100%001 
»100*001 
.100%001 
100%001 


4 
»648-006 
.694-005 
»372-004 
+136-003 
»383-003 
„903-003 
186-002 
.3%7-002 
„596-002 
„959-002 
„1ч6-001 
213-001 
«298-001 
401-001 
.522-001 
.659-001 
808-001 
„963-001 
.112*000 
.127+000 
.141%000 
.152%000 
»161+000 
.167%000 
.168+000 
.166+000 
.159%000 
.1%48%000 
.134+000 
#117+000 
‚976-001 


«128-001 
„119-001 
„101-001 
‚767-002 
„509-002 
‚271-002 
„880-003 
„166-003 
„285-003 
«589-0035 
228-002 
8457-002 
„725-002 
989-002 
‚121-001 
„136-001 
141-001 
.133-001 
«113-001 
801-002 
«373-002 


HI.D.1 
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109 
110 
111 
112 


.272%001 
.275%001 
.277+001 
.280+001 
.282%001 
.285+001 
.287+001 
.290%001 
.292%001 
.295%001 
.297%001 
*300*001 
«3025001 
«305%001 
307%001 
»310*001 
«5312+001 
*315*001 
.317%001 
»320*001 
*322*001 
а325%001 
.327%001 
*330*001 
+332+001 
335%001 
.337%001 
.340%001 
.542%001 
*3u5*001 
+347+001 
*350*001 
»552*001 
«3554001 
*357*001 
*560*001 


..... 


*790*001 
.792%001 
795%001 
.797+001 
«800*001 
*302*001 
.805+001 
*807*001 
*B10*0u1 
.812+001 
«815%001 
*B17*0U1 
-820%001 
-822%001 
+825+001 
*827*001 
.830%001 
«832%001 
.835%001 
*837*001 
+B40+0U1 
»842+001 
+B45+001 
4847%001 
.850+001 
*852*001 
.855%001 
*857*001 
*850*201 
*862*001 
*865*001 


-.100%001 
т?100%001 
-.100%001 
-.100%001 
-.100%001 
=»100+001 
7«100*001 
-.100%001 
-.100%001 
7.100%001 
“100%001 
4100%001 
.100%001 
.100+001 
»100*001 
»100*001 
«1004001 
+»100+001 
.100+001 
.100+001 
=.100+001 
-.100%001 
-.100%001 
-100%001 
751004001 
-.100%001 
т»100%001 
=.100+001 
-.100%001 
=.100+001 
.100%001 
»100+v01 
»100*001 
»100*001 
100%001 
»100*001 


-.100%001 
=.100+001 
=.100+001 
»100*001 
.100%001 
7100%001 
•100+001 
4100%001 
.100+001 
.100%001 
»100*001 
4100%001 
.100%001 
-.100%001 
-7«100*001 
-.190%001 
-.100%001 
-.100%001 
-.100%001 
=+100+001 
-.100%001 
= .100+001 
= .100+001 
4100%001 
.120%001 
.100%001 
.100%001 
*190*001 
»120*001 
.100%001 
.100+001 


-.127-002 


-.659-002 


-.118-001 
-.164-001 
-.200-001 
-.223-001 
-.230-001 
-.220-001 
-.19%4-001 
-.155-001 
-.103-001 
-.%53-002 
.149-002 
‚721-002 
„122-001 
‚160-001 
.194-001 
.192-001 
183-001 
„160-001 
„125-001 
‚817-002 
.3%2-002 
-.127-002 
-.54%4-002 
-.872-002 
-.108-001 
-.116-001 
-.110-001 
-.918-002 
-.632-002 
-.280-002 
996-003 
.462-002 
+» 768-002 
‚982-002 


-.1%5-001 
-.130-001 
-.102-001 
-.6%7-002 
-.207-002 
.252-002 
686-002 
„105-001 
„131-001 
«1895-001 
144-001 
.129-001 
+» 102-001 
.642-002 
‚203-002 
-.256-002 
-.688-002 
-.105-001 


-.131-001 


-4.185-001 
-.1%4-001 
-.129-001 
-.101-001 
-.639-002 
-.129-002 
‚259-002 
.692-002 
106-001 
.132-001 
+ 145-001 
.14%-001 
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537 .867%001 1004001 .129-001 
348 .870%001 100%001 .102-001 
349 .872+001 -.100+001 .640-002 
350 .875%001 -.1U0+001 .201-002 


351 .877*001 -.100%001 -.259-002 
352 .880%001 -»100%001 -.692-002 
355 .882%001 -.100%001 -.106-001 
354 .885%001 -.100%001 -.132-001 
355 :887%001 -»100%001 -.145-001 


356 .890%001 -:»100%001 -.144-001 


357 >892%001 -.100%001 -.130-001 
358 .895%001 -»100%001 -.102-001 
359 .897%001 *100*001 -.6%3-002 
360 +900+001 .100+001 -.203-002 


361 >902%001 .100%001 .256-002 
352 .905%001 “100%001 .690-002 
363 >907%001 .100%001 .106-001 
36% >910%001 100%001 .132-001 
365 .912%001 100%001 .145-001 
366 •915+001 »100*001 .14%-001 
367 >917%001 .100%001 .129-001 
368 .920%001 100%001 .102-001 
369 .922*001 -.100+001 .643-002 
370 .925+001 -.100ғ%001 .203-002 
371 .927%001 -»100%001 -.256-002 
372 .930+001 -:»100%001 -.689-002 


ІП.р.2- Esempi riguardanti un amplificatore video. 


Il secondo gruppo di esempi che si considera riguarda il compor- 
tamento di uno stadio amplificatore video. In particolare si vuole mettere 
in evidenza l'effetto della compensazione effettuata tramite un induttore. 
Lo stadio considerato, mostrato in fig.III.D.4, completo dello schema e- 
qui valente del transistore, é tratto da J.Millman, H. Taub, «Circuiti ad 
impulsi e digitali», Ed. Bizzarri, 1967, pag.70. I nodi C, ed E,d'ingres 
so rappresentano l'uscita dello stadio precedente;in particolare C, ed 
E, coincidono con il collettore e l'emettitore del transistore dello sta- 
dio precedente. I nodi B,, В,, C,, E, corrispondono rispettivamente 
alla base, al nodo interno, al collettore ed all'emettitore del transistore 
dello stadio in esame. I componenti L ed R,, inseriti tra B, ed il nodo 
di riferimento costituiscono il circuito di compensazione. Il generatore 
di corrente controllato in tensione è parte integrante del circuito equi va- 
lente del transistore, insieme alle resistenze г,,, г,, ed al condensa- 
tore C. Utilizzando il circuito equivalente del transistore, considerato 
nel testo citato, nelle condizioni previste di polarizzazione, risulta: 


5З 22 el d А A 
E эло rn -100 8; гре. = 10002 


С = 128 pF 
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In assenza del circuito di compensazione lo stadio amplificatore 
è incapace di seguire i fronti di salita dell'eccitazione. L'effetto della 
compensazione é quello di rimuovere tale inconveniente, nel senso che 
ad un gradino di corrente in ingresso deve corrispondere in uscita una 


forma d'onda che sia la più vicina al gradino stesso, a parte un ritardo. 


Fig.lll. D.4- Schema equivalente dello stadio amplificatore video. 


La compensazione si realizza solo quando il valore di L ed R 
sono opportuni. Nel seguito faremo vedere, avendo fissato К, =1950 е 
tre situazioni tipiche corrispondenti a: 


1) sottocompensazione (valori di L inferiori al valore ottimale). In que- 
sto caso il fronte di salita é poco ripido e la grandezza di uscita rag- 
giunge il valore di regime in un tempo notevole; 


2) compensazione (valore di L ottimale). Il fronte di salita é ripido e la 
grandezza di uscita raggiunge il valore di regime senza oltrepassarlo; 


3) sovracompensazione (valori di L superiori al valore ottimale). 11 fron- 


te di salita è ripido; la grandezza di uscita oltrepassa il valore di regi- 
me. 


Completiamo il circuito di fig.III.D.4, con un generatore di cor- 
rente a gradino in ingresso ed un resistore in uscita per visualizzare la 
corrente erogata dal generatore controllato. Inoltre, normalizziamo con il 
metodo descritto nel $V.8 i componenti in livello rispetto a 10002 ed 
in pulsazione rispetto а 107 rad/sec. Il circuito normalizzato completo 
è quello di fig.III.D.5, in cui L assume i valori normalizzati 5* 1073, 
25 1073, 0.1, che corrispondono alle tre situazioni di sottocompensazio- 
ne, compensazione e sovracompensazione (v. J.Millman, H.Taub, op.cit.). 
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(О, F, H, V, A) 


Fig.lll.D.5 - Schema normalizzato del circuito considerato negli esempi III.D.5, 
ш.р.6, Ш.р.7. 


Le schede di ingresso al calcolatore sono le stesse nei tre esem- 
pi che verranno considerati, salvo che cambia il valore di L.Precisamen- 
te si ha, scegliendo come intervallo di campionamento normalizzato 0,04, 
un numero di istanti da considerare uguale a 100e come tensioni da 
stampare quelle dei nodi 1 e 3 rispetto al 5: 


12345678 9 1011 1213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 


5 4 1 1 1 0 1 0 

0 *.1.9:5 D 0 0 4 5 

0; * 1.0 0.D 0.0 1 2 
= ——T м —-— 

L. “0,0:0-р-0.,0 2 5 

® * D 0:9 D Q0 3 5 

scheda riguardante l'induttanza, diversa nei tre esempi 

I 5 2 8 @ D-0 0 2 5 

l1 5040 0 D 0 0 1 5 

5*0 0 002021 2 5 3 5 

2 

1 3 
L———————— —— А10 
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Per quanto riguarda l'eccitazione, si considera in tutti e tre i ca- 
si una funzione a gradino unitario, per cui la subroutine M23 non deve 
intervenire a modificare il valore iniziale unitario della corrente. 


Esempio llI.D.5. 


Determinare l'andamento della tensione Vi: nel circuito di #ї9.111.0.5, nel caso 


che L assuma il valore normalizzato 5 1072, 


La scheda di ingresso relativa all'induttore in questo caso vale: 


1 2.3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
O 55.0 04D = 2 1 4 


е =т= EMERGED Ee 


L'esempio presente corrisponde alla situazione di sottocompensazione dello 
stadio amplificatore. Come si vede chiaramente dalla stampadi uscita del calcolatore, 
la tensione di uscita raggiunge il valore di regime lentamente senza superarlo entro i 


primi 43 passi. Per questo la stampa stessa viene troncata al 48- simo passo. 


— Uscita del programma. 


CIRCUITO ASSESNATO:NUMERO NODI= 5 

NUMERO RESISTORI= ü 

NUMERO INDUTTORI = 1 

NUMERO CONDENSATORI = 1 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 1 

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 0 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENSe= 1 
NUMERO NULLORI= 0 š 


RESeN» 1 195%000 4 5 

RES*N. 2 .100+000 1 2 

RES*N. 3 .100+001 2 5 

RES*N» 4 100400117. 3 5 

INDeN» 1 +500-002 1 ч CORR.IN.2 & „000 
COND,N. 1 .128%0011 2 5 TENS.IN.z- 000 
G.CORR.N. 1 .100»001 1 5 
бЕМ«СОМТВ.ТЕМ5.М: 1 .500+002 2 5 3 5 


SIMULAZIONE? М.15ТАМТІ = 100 
INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO = г400-001 


(segue) 
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o0-0U cun 


TENSIONI DEI NODI RISP. 


TEMPO 
000 
.400-001 
890-091 
120%000 
*160*000 
.200+000 
.240+000 
.280%000 
+320+000 
*360*000 
+400+000 
+440+0U0 
»480+000 
+520+000 
»560+000 
.600+000 
*640*000 
*680*000 
.720+000 
*760*000 
»800*000 
«840%000 
*880*000 
.920%000 
.960+000 
.100+001 
+104+001 
*108*001 
»112*001 
.116%001 
.120%001 
.124%001 
.128%001 
.132%001 
.136%001 
»140+001 
»luu*001 
.148%001 
152%001 
*156*001 
160%001 
16%%001 
*168*001 
*172*001 
*176*001 
*180*001 
»188*001 
+188+001 
»192*001 


NODI : 1 


916-001 
«895-001 
.100%000 
.109%000 
.117%000 
.1235+000 
.129%:000 
.134+000 
.158%000 
.1%42%000 
.145%000 
.148%000 
»150+000 
+152+000 
.154%000 
.150%000 
.157%000 
.158%000 
.159%000 
.160%000 
.161%000 
.161%000 
+162+009 
.162%000 
4153%900 
*163«000 
+164+000 
»164+000 
.164%000 
.154%000 
4164%000 
.155%000 
»165+000 
*165*000 
.155+000 
“165%000 
.165%000 
.155%000 
»155+000 
*165*000 
*165*000 
*165*000 
.165%000 
.165%000 
.165+000 
*166*000 
.166%000 
.166+000 
+156+000 


3 
-.611%000 
-.164%001 
-.243%001 
-.311%001 
-.571%001 
-.,422+001 
»4656+001 
.505%001 
.538+001 
.567%001 
.592%001 
.614%001 
.532+001 
.649%001 
.6635%001 
.575%001 
.685%001 
.694%001 
.702%001 
.709%001 
.715%001 
.720%001 
.72%%001 
.728%001 
.732*001 
.73%%001 
.757%001 
.739%001 
4741%001 
.745%001 
.744+001 
.745%001 
.746%001 
-.7%7%001 
-.7%48%001 
-.749%001 
-.749%001 
-.750%001 
-.750%001 
-.750%001 
-.751%001 
-.751%001 
-.751%001 
-.752%001 
-.752%001 
-.752%001 
-.752%001 
-.752%001 
-.752%001 


AL NODO 


Ш.р.2 


11.0.2 Esempi riguardanti un amplificatore video 


Esempio Ili.D.6. 


Determinare l'andamento della tensione v nel circuito di fig.lll.D.5, 


che L assuma il valore normalizzato 2,5 1072, 


La scheda di ingresso relativa all'induttore vale in questo caso: 


125 4-5 6 7 В 9 10 1112 13 14 15.16 


2. 0:0 D = 2 1 4 


z ы i 
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nel caso 


L'esempio presente corrisponde alla situazione di compensazione dello stadio 


amplificatore. Come si vede chiaramente dalla stampa di uscita del calcolatore, la ten- 


sione di uscita raggiunge il valore di regime rapidamente senza oltrepassarlo in corri- 


spondenza al passo 27-simo. 


Per questa ragione tronchiamo la stampa stessa in corrispondenza al passo 40- 


-simo. 


— Uscita del programma, 


CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI: 5 
NUMERO RESISTORI= 4 

NUMERO INDUTTORI = 1 

NUMERO CONDENSATORI = 1 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 1 
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 0 


NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS»- 


NUMERO NULLORI= 0 


RESeN» 1 .195+000 4 5 

RESeN» 2 .100+000 1 г 

ҢЕ5,М. 3 .100+001 2 5 

RESeN» 4 .100+001 3 5 

INO*N* 1 .250-001 1 4 CORR.IN.= .000 
COND.N. 1 .128%001 2 5 TENSeINo= 000 
S.CORR.N. 1 »100*001 1 

GEN«CONTR.TENS.N: 1 .500+002 2 5 3 5 


SIMULAZIONE» N.ISTANTI = 100 
INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO = 400-001 


TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO 5 


TEMPO NODI : 1 3 

‚000 .107+000 -.712%000 
400-001 119%000 -.201%001 
«800-001 *129*000 -.307%001 


Meo 
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3 .120*000 
4 .160%000 
5 .200%000 
6 +240+000 
7 «280*000 
B »520%000 
9 »360%000 
10 >%00%000 
11 »%40%000 
12 +480+000 
13 »520%000 
14 >.560%000 
15  «600*000 
16 •6490+000 
17 .680+000 
18 .720%000 
19 .760%000 
20 .800%000 
21 »8%40%000 
22 +880+000 
23 .920%000 
24 >»960%000 
25 »100%001 
26 10455001 
27 .108+001 
28 •112+001 
29 >115%001 
30 •120+001 
31 1284001 
32 +128+001 
33 .152%001 
34  .136*001 
35 +140+001 
36 +144+001 
37 1u8*4001 
38 •152+001 
39 •156+001 
40 »160%001 


Esempio Ill.D.7. 


1374000 
»143+000 
1484000 
4152%000 
+155+000 
4157%000 
•159+000 
»160*000 
+162+000 
.162%000 
.163+000 
.164+000 
.164+000 
.165+000 
*165*000 
»165+000 
»165+000 
+165+000 
.165+000 
»165+000 
»165+000 
.166+000 
»166+000 
166%000 
.166+000 
.166+000 
.166%000 
4166%000 
»166*000 
.166+000 
.166+000 
.166+000 
“166%000 
.166%000 
166%000 
-166%000 
.166+000 
»166+000 


-,394+001 
-.465%001 
-.523%001 
-.559%001 
-.606*001 
= .636+001 
-.660+001 
-.680+001 
-.695%001 
-.707%001 
-.717%001 
-.725%001 
-.731%001 
-.735%001 
-.739%001 
-.742%001 
-.745%001 
-.746%001 
-.748%001 
-.749%001 
-.750%001 
-.751%001 
-?.751%001 
-»751%001 
-.752%001 
-.752%001 
-.752%001 
-.752%001 
-.753%001 
-.753%001 
-.753%001 
-.753%001 
-.753%001 
-.753%001 
-.753%001 
-.753%001 
-.753%001 
-.753%001 


Determinare l'ondamento della tensione Vi nel circuito di fig.111.D.5, nel caso 


che:L assuma il valore normalizzato 0,1. 


La scheda di ingresso relativa all'induttore vale in questo caso: 


1234567 8 9 10111213 1415 16 


aCEVEVE-E— p ES 


O * T4009 D O 0 


P 


1 4 


L'esempio presente corrisponde alla situazione di sovracompensazione dello 


stadio amplificatore. Come si vede chiaramente dalla stampa di uscita del calcolatore, 


la tensione di uscita tende al valore di regime con oscillazioni che superano il valore 


HI.D.2 
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di regime. Si riporta anche in questo caso solo una porzione dell'intero intervallo con- 


siderato, sufficiente a rilevare quanto detto. 


— Uscita del programma. 


RESèN» 
RESeN» 
RES«N. 
RES«N:« 
INDeN» 


CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= 5 
NUMERO RESISTORI= 
NUMERO INDUTTORI = 
NUMERO CONDENSATORI 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= E 
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 


NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. 


NUMERO NULLORI- 0 


= £ G m 


CONO.N. 1 
G.CORR.N. 1 
GEN*CCNTR.TENS.N: 1 


dè A — e кезе 
gu £ G го m C OQ чос n € UNO 


17 


SIMULAZIONE: 


»195+000 
»100*000 
100%001 
100%001 
.100+000 
.128%001 
»100*001 


u 
1 
z 1 


=G IN н = 


5 
2 
5 
5 
4  CORR.IN,- 


2 5 TENS.IN.z 


1 5 


IN TENS.: 


„000 
„000 


«5005002 2 5 3 5 


N.ISTANTI = 100 
INTERVALLO DI CAMPIONAMENTO = 


TENSIONI DEI NODI RISP. AL NODO 5 


TEMPO 
000 
'ч00-001 
‚800-001 
.120%000 
*160*000 
“200%000 
.240%000 
*280*000 
*320*000 
*560*000 
“%00%000 
+440+000 
»480+000 
.520+000 
*560*000 
«600+000 
+640+000 
+680+000 
.720%000 
“760%000 
«800%000 
»840+000 
*880*000 
.920%000 
“960%000 
100%001 
«104+001 
*1U8+001 
»112*001 
*116*001 
»120*001 
„12%+001 
128%001 
4152%001 


NODI : 1 


.113%000 
4137%000 
.158%000 
4177%000 
+193+000 
.206%000 
.217%000 
.225%000 
.232%000 
-236%000 
*239*000 
+240+000 
»240+000 
+239+000 
2374000 
.234+000 
.251+000 
.227+000 
.223%000 
218%000 
+213+000 
»209*000 
.204+000 
«1939+000 
»195*000 
.190+000 
+186+000 
+182+000 
.179%000 
175%000 
4172%000 
»170+000 
.157%000 
.155%000 


3 
-.753%000 
-.220%001 
-.352%001 
-.473%001 
-.581%001 
-.676%001 
-.759%001 
-.831%001 
-.892*001 
-.942%001 
-4.983*001 
-.101%002 
-.10%%002 
-.105%002 
-.106%002 
-.106%002 
-.106%002 
-.106%002 
-.105%002 
-.103%002 
-.102%002 
-.100%002 
-.982%001 
-.962%001 
-.9%43%001 
-.923%001 
-.903%001 
-.885%001 
-.»865+001 
= .897+001 
= ,.830 +001 
-.815%001 
-.В801%001 
-.788*001 


+400-001 


1 


(segue) 
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2% .136+001 *168*000 -.776%001 
35  .1u04001 .162+000 -.765+001 
36 +144+001 .161+000 -.756+001 
37 +148+001 *160*000 -.748+001 
38 +152+001 *159*000 -.741+001 
39 >156%001 159%000 -.736*001 
40 .160%001 158%000 -.731*001 
41 16484001 “158%000 -.727%001 
42 .168%001 .158%000 -.725%001 
43 .172%001 .158%000 -.723+001 
44 .176%001 .158+000 -.721%001 
45 »180%001 158%000 -.721%001 
46 +184+001 159%000 -.721%001 
47 .188%001 159%000 -.721%001 
48 »192+001 .160%000 -.722*001 


III. E - Riferimenti bibliografici. 


F importante notare che nel presente capitolo sono stati conside- 
rati i circuiti a costanti concentrate lineari e permanenti. Quando le ipo- 
tesi precedenti non sono più verificate è necessario utilizzare tecniche 
di analisi di tipo diverso da quelle descritte. Si veda ad esempio: G.C. 
Temes, S.K. Mitra, «Modern filter theory and design» J.Viley, 1973, ca- 
pitolo 10, per quanto riguarda il caso in cui cada l'ipotesi di permanen- 
za ed L.O. Chua, «Introduction to non linear network theory», Mc Graw- 
-Hill, 1969; per quanto riguarda il caso in cui cada l'ipotesi di linearità. 

Le grandezze elettriche sono state costantemente supposte de- 
terminate, cioé si é escluso dalla trattazione il casoin cui una grandez- 
za elettrica sia nota solo attraverso le sue proprietà statistiche (gran- 
dezze aleatorie). Si veda ad esempio, per un'introduzione a questo argo- 
mento, il $IL6 di С. Biorci,» Fondamenti di elettrotecnica», op.cit. e 
per maggiori dettagli: P. Mandarini: « Teoria dei segnali», Ed. Goliardica, 
Roma, 1976, Сар.Ш. 

Le tecniche di analisi svolte nel capitolo richiedono essenzial- 
mente la conoscenza della trasformazione di Laplace e dei metodi alle 
differenze finite. In ambedue i casi è stato introdotto il minimo di sup- 
porto analitico necessario, rimandando in nota alla letteratura tecnica. 
A completamento di ciò, è opportuno mettere in evidenza come sia stato 
necessario utilizzare nozioni riguardanti la teoria delle distribuzioni, nel 
caso dell'introduzione dell'impulso di Dirac. La definizione di tale im- 
pulso presenta infatti difficoltà insormontabili nell'ambito della teoria 
usuale delle funzioni, come si evince chiaramente da A.Ghizzetti: «Cal- 
colo simbolico», Ed. Zanichelli, 1943, pag.58 * 62. 
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П metodo alle differenze finite impiegato è stato quello trapezoi- 
dale e si è rinviata alla letteratura tecnica la descrizione degli altri al- 
goritmi possibili. Tuttavia è da ricordare l'importanza basiliare che ri- 
veste la scelta dell'intervallo di campionamento. Tale intervallo in par- 
ticolare puà essere anche variabile ed in ogni caso va controllato, ad 
esempio con la tecnica esposta nei $12.7 e 12.8 di L.Chua, Pen-Min-Lin, op.cit. 

Per quanto riguarda il programma di calcolo descritto nel capito- 
lo, è stato messo in evidenza che esso ha finalità essenzialmente di- 
dattiche. A livello professionale sono disponibili numerosi programmi 
di complessa architettura. Si veda ad esempio per informazioni generali 
R.W.Jensen, L.P. Mc Namee, «Handbook of circuit analysis languages 
and techniques», Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1976. 


CAPITOLO IV 


FUNZIONI DI RETE 


VT. Eccitazione e risposta di un circuito. 


Un circuito elettrico diviene sede di fenomeni elettrici sotto la 


azione di eccitazioni di origine sia esterna che internaal circuito stes- 
so. Le eccitazioni di origine esterna sono «rappresentate > dai generato- 


ri indipendenti, le cui grandezze i impresse sono imposte dall'esterno; le 


eccitazioni di « origine interna sono quelle dovute ai generatori indipen- 
denti presenti nei circuiti equivalenti secondo Laplace dei componenti 
reattivi, che tengono с conto delle condizioni iniziali di questi, tramite 
le loro grandezze impresse.) Dal punto di vista dell'analisi di un circui- 
to, i due tipi di generatori sono perfettamente equivalenti ed indistingui- 
bili. Le loro grandezze i impresse sono le «cause » dei fenomeni elettrici 
che si svolgono nel circuito e le grandezze elettriche conseguenti sono 
i relativi «effetti» o «risposte » del circuito. 

UH legame tra effetto e causa nei circuiti che consideriamo é fa- 


cilmente caratterizzabile per la linearità degli stessi, in conseguenza 


| della quale l'effetto di ciascuna causa risulta indipendente dalla presen- 


| pitolo.| | 


| za delle altre e dipendente in modo semplice dalla causa stessa. La ca- 


ratterizzazione quantitativa di tale legame è l'oggetto del presente ca- 


IV.1.1 - Caso di una sola eccitazione. 


Il legame tra una qualsiasi eccitazione e(t) (grandezza impres- 
sa di un generatore di tensione o corrente) ed una qualsiasi risposta u(t) 
(tensione o corrente che si stabilisce nel circuito) è in generale di tipo 
integro-differenziale, come visto nel cap.III Solo nel caso particolare 
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dei circuiti senza memoria, tale legame si riduce ad una proporzionalità 
diretta, cioé: 


(IV. 1. 1) u(t) — a e(t) 


in cui a dipende dalla struttura del circuito. 

Il Tegame di semplice proporzionalità vale per una classe di cir- 
cuiti molto più ampia, se si utilizza il metodo della trasformata di La} 
place. Infatti ‘ti nel сар. Ш è stato fatto vedere che qualsiasi circuito li- 
neare e permanente con memoria può essere analizzato in modo del tutto 
simile ad un circuito senza memoria, se in luogo di considerare il cir- 
cuito assegnato nel dominio del tempo, se ne considera un altro equiva- 


lente nel dominio della variabile 5. In tale nuovo circuito si hanno, al 
posto o delle , gra andezze e(t) e u(t), įle corrispondenti trasformate, cioé 


E(s) trasformata della eccitazione ed U(s) trasformata della risposta. 
Tra U(s) ed E(s) esiste di conseguenza un legame di semplice pro- 
porzionalità. Occorre però notare che la costante di proporzionalità, pur 
non топ dipendendo ‹ da E(s) per la linearità del circuito, o, dipende dalla va- 
riabile s, cioè: 


(IV.1.2) ІМ (s) <|Е(5) E (9) 

L'espressione (IV. 1.2) ha validità molto più ampia della (IV. 1.1), іп 
quanto si riferisce а qualsiasi circuito per il quale si puó applicare 11 
metodo della trasformata di Laplace). 


| ~ La funzione F(s), che permette di ottenere nel dominio di s la 


risposta a partire dall'eccitazione, prende il nome di di « funzione di 1 rete». 
Vale [Vale quindi 1 a seguente definizione: FRESE 


Definizione IV.1.1 - «Si definisce come funzione di rete il rapporto fra 
|: b- -trasformata dell 'effetto (risposta), dovuto ad una determinata cau- 


a (eccitazione) e e Та £- -trasformata della causa stessa». 


Ір, 
E evidente che la funzione di rete dipende:|1) dalla struttura | del 
circuito; 2) dal tipo e posizione del generatore di i eccitazione; \ 3) dal ti- 
po e posizione della grandezza elettrica considerata come risposta Ve- 
dremo l' influenza di questi fattori nel Š IV.2 e nell'appendice IV.A. 


()-E opportuno notare il fatto che la (IV.1.1) è un caso particolare della (IV.1.2). In- 
fatti nel caso in cui F(s) non dipende da s, come ad esempio per i circuiti senza me- 
moria, si ottiene: 


U(s) = F E(s) 


che equivale alla (IV.1.1) nel dominio del tempo, essendo F una costante. 
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Esempio IV.1.1 


Nel circuito di fig.IV.1. 1 determinare la funzione di rete, relativa alla tensio- 
ne ai capi del resistore Ri (risposta) ed alla tensione del generatore 

La determinazione della funzione di rete richiede di considerare una sola cau- 
sa; supponiamo perciò scarico il condensatore all'istante iniziale. Di conseguenza il 


circuito nel dominio di s che corrisponde a quello d'interesse ècome indicato in figura 
P g 


JV, 1.2. 


+ VRI 
Fig.IV.1.1 - Circuito conside- 
rato nell'esempio IV. 1.1. I va- 


T 
lori dei componenti sono: ЖО) D 


Rj=3, Ro=l1, C=2 (Q, F) 


Ri 


Prendendo il nodo 1 come riferimento e scrivendo l'equazione al nodo 3 delle 
correnti uscenti, si ottiene: 


1 1 1 
s (c+ = +) ую («с+ = )+о 
Ri R; š Ra 


Da cui, essendo Уа1(6) = Es si ha: 


1 
sC +— 

у lupe — s= У (s) 
RI 1 1 g 
sC+ — + — 

R, R; 


Quindi risulta: 


sCRiRg+R} | 
V pa (s) ------------ V (s) 
RI | g 
sCRIRjfRI+R, 
Tenendo conto che nel caso presente MAS) = E(s), U(s) 7 Vni(s) si ha, in 
base alla (IV.1.2). 


gi a Ф 
Fig.IV.1.2 - Circuito che cor- + 1 
risponde nel dominio di s a 
quello di fig.IV.1.1. у (s) (D o Ro 
s 


@ 


(1) - Nell'esempio l'andamento della tensione v (t) non è stato indicato, poichèla fun- 
zione di rete dipende solo dal tipo e dalla posizione del generatore di eccitazione. 
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sCRjR9tR} 
F(s) = ——————— 
sSCR,R,t*R,*R, 


Sostituendo i valori numerici, si ha: 


che è la funzione di rete richiesta. 


Osservazione ІУ.1.1 


Dalla definizione di funzione di rete si può dedurre che essa, pur essendo una 

funzione di s, non è una trasformata di Laplace, ma semplicemente un rapporto di tra- 
. 1 PES А " Р М А 

sformate di Laplace' ). L'utilità della nozione di funzione di rete deriva dal fatto che 


€: è un operatore molto semplice che permette di ottenere la risposta a partire dalla 


eccitazione, qualunque essa sia./ 


Osservazione 1У.1.2 


L'espressione (IV.1.2) definisce la funzione di rete F(s) come rapporto fra 


effetto e causa nel dominio di s. Si sarebbe potuto con pari validità definire una fun- 


zione G(s) come rapporto nel dominio di s fra la causa e l'effetto in base alla seguen- 


te relazione:) 


(IV.1.3) [E = G(s) U(9 | 


In alcuni casi viene effettivamente utilizzata l'espressione (IV.1.3); tuttavia 
occorre osservare che in generale la G(s) non è una funzione di rete, ma l'inverso di 
una tale funzione, risultando G(s) = 1/F(s). Tale distinzione è necessaria, poichè le 
funzioni di rete e le loro inverse non godono delle stesse proprietà. Un esempio molto 
semplice in tal senso è il seguente. Si consideri il circuito «partitore resistivo» di fi- 
gura IV.1.3. In questo caso la causa è la tensione Ме mentre l'effetto è la tensione 


Nes la funzione di rete risulta: 


2 
(IV.1.4) F(s) = 
Ri + к, 
mentre il suo inverso: 
Ri +R, 
(IV.1.5) G(s) = 
R, 


> . ` B . 
(1) - E opportuno mettere in evidenza che un rapporto di trasformate поп e mai legato іп 
modo semplice al rapporto delle rispettive grandezze nel dominio del tempo. 
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Fig.1V.1.3 - Partitore resistivo. 
v. (D RSV, 


Entrambe le funzioni non dipendono da s, poichè il circuito è senza memoria. 
Tuttavia mentre F(s) è sempre minore di uno (e tale proprietà è caratteristica del par- 
titore), G(s) è sempre maggiore di uno. La differenza di proprietà delle funzioni di re- 


te e delle relative inverse verrà discussa in maggiore dettaglio successivamente. 


PN, 
IWx1.2 - Caso di più eccitazioni. 


€ 


Nel caso che siano presenti nel circuito рій eccitazionila rispo- 
sta si ottiene come somma delle risposte dovute alle singole eccitazio- 
ni, ciascuna agente da sola.\Tenendo conto che le eccitazioni sono do- 
vute o a cause esterne o a cause interne (generatori presenti nei circui- 


guente e: espressione: J 


h^ E de х, a 
(1У::6) | U(s))= Z F (s)E,(s)+ x н, et (0) È K. 0) 


i 


dove: 


U(s) è la generica risposta nel circuito in esame; 


Е.(в) è la trasformata di Laplace della i-esima eccitazione di tipo e- 
sterno (relativa ad un generatore di tensione o di corrente); 


= 
oq 
о” 


il numero delle eccitazioni di tipo esterno; 


кт] 
ғ 
9) 

т 
[n 


la funzione di rete relativa all'eccitazione E. (8); 


< 
EI 
о 
X 
De 


la tensione ai capi dell'i-esimo condensatore all'istante t=0%; 


ж. 
о” 


il numero dei condensatori presenti; 
i, (07) ё la corrente relativa all'i-esimo induttore all'istante t = 07; 


Na è il numero degli induttori presenti. 


Le funzioni Н, ; (s) e K. Ке) differiscono da una funzione di rete 
per un fattore che dipende dal particolare generatore usato per le condi- 
zioni iniziali. Precisamente, si ha la seguente situazione: 


nel caso che si consideri per il condensatore un generatore di tensio- 
ne, la cui grandezza impressa ё v.(0°)/s, la funzione di rete relativa è: 


SH (S) 
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2) nel caso che si consideri per il condensatore un generatore di corren- 
te, la cui grandezza impressa ë C, v, (07), la funzione di rete relativa è: 
1 

C. H,(s) М 


1 
3) nel caso che si consideri per l'induttore un generatore di tensione, la 
cui grandezza impressa é L, i, (07), la funzione di rete relativa è: 


BE | 
| K,(s) | ; 


| 


L. 


4) nel caso che si consideri per l'induttore un generatore di corrente, la 
cui grandezza impressa è і, (0) / ѕ, la funzione di rete relativa è: 
1 


< К (5) 


Esempio IV.1.2 


Determinare le funzioni di rete relative alle singole eccitazioni per il circuito 
di fig.I V. 1.4, essendo la risposta d'interesse la corrente i(t) chepercorre il generato- 


re di tensione. 


Fig.1V.1.4 - Circuito considerato 
nell'esempio IV.1.2. I valori dei 
componenti sono: 
Rz1,L€2,C*1, v (0 7 u (9 


v,(0) 22, ii (07) =1 (Q, H, F, V, А) 


Il circuito equivalente nel dominio di s, ottenuto utilizzando per i componen- 
ti reattivi gli schemi di tipo serie, è mostrato in fig.IV.1.5. Applicando il metodo di a- 


nalisi su base maglie, si ottiene: 


(R+sL)I, +sLIy=V,(s)+Li] (0) 


1 v (0) ; Е 
sLI,* +) +Lij(0) 
s s 


Ricavando la corrente I, dalla seconda equazione si ha: 


РЕ 5С [= 


cirie Ен (0)- sL1,] 
2 сы L 1 


s 
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Sostituendo nella prima equazione tale espressione, si ottiene: 


( sL sLC L 5 
RI «Let nau i. (0 
«Тісі 1 E Ө БЄРЇ * ?L C41 L 


Fig.1V.1.5 - Circuito di fig.IV.1.4 trasformato nel dominio di s. 


L'espressione della I, (s) è quindi: 


s°LC+1 sLC ? È Й 
bbc ra acne VOTES i (0°) 
s'RLC+sb+R 5 s°RLC+sLtR s°RLC+sL+R 
Confrontando tale espressione con la (IV.1.6) si ha: 
U(s) = 11(5) 
zm] : = 
N, ; Es VQ CS) 
s"LCA 1 
Ege) =т= а еа 
S RLE SEIR 
Ber v (0) = v. (0) 
-sLC 
Has) Susu LOTES 
s^RLC-tsL + 
Ny.=1 ; 1100) = i, (0) 
E 
қаласы. ауар 
s RLC F SLE FR 
Sostituendo i valori numerici si ottiene: 
26° + 1 2s 2 
Free el = ge 
: 2s?42$41 i 2:543 Dirk 1 2.234 2s 41 
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Quindi le funzioni di rete richieste sono: 


28° 1 
Fi) ' ——— Жоодон == 
264284 1 2s°+2s+1 


IV.2 - Classificazione delle funzioni di rete. 


Abbiamo osservato, in relazione alla definizione di funzione di 
rete, che essa dipende da tre fattori: struttura del circuito, posizione_ е 
tipo della causa е dell'effetto) Nel presente paragrafo fo esaminiamo | l'in- 
fTuenza degli ultimi due fattori, rimandando per il primo all'appendice 
IV.A. L'influenza di questi fattori è notevole e conviene che sia messa 
in evidenza già a livello di definizione. Precisamente dal punto di vista 
della posizione. della causa e dell'effetto le funzioni di rete si distin- 
guono in funzioni di tras ferim ento e fun zioni di immettenza di ingresso| 
(o semplicemente di immettenza). Nel primo caso Ја|саџѕа |е | г effetto Si 
riferiscono a coppie di morsetti di di fferenti "nel circuito e possono essere 
a seconda dei casi o tensioni o correnti; nel secondo caso invece la cau- 
sa e l'effetto si - riferiscono, alla. stessa coppia di morsetti e perció una 


nel caso considerato nell'esempio IV.1.1 la funzione di rete ° richiesta é 
una funzione di trasferimento (l'eccitazione è infatti una tensione, men- 
tre la risposta é la tensione ai capi di un altro bipolo); nel caso dell'e- 
sempio IV.1.2, invece, la funzione di rete F ;(8) è una funzione di im- 
mettenza di ingresso, poiche l'eccitazione è è la tensione ai capi di un 
bipolo e la risposta è la corrente che lo attraversa. 

Dal punto di vista del tipo della causa e dell'effetto, le funzio- 
ni di rete si si distinguono i in quattro tipi, a seconda che l'eccitazione e la 
risposta siano tensioni o correnti) La nomenclatura utilizzata nei quat- 


tro casi è riportata i in tab.IV. 2.1) Si può notare da questa tabella che 
quando l'eccitazione e la т risposta sono entrambe tensioni (o entrambe 
correnti) si ha senz'altro il caso di una funzione di trasferimento) Nel 
caso invece di impedenza ‹ o ammettenza, esse possono essere sia fun- 
zioni di trasferimento sia funzioni d'immettenza d'ingresso) 

Infine è opportuno mettere in evidenza che le funzioni di rete non 
hanno dimensioni fisiche nel caso che l'eccitazione e la risposta siano 
dello stesso tipo, Nei rimanenti due casi, esse hanno le dimensioni di 


ohm quando si tratta di un'impedenza e di mho quando si trattadi un'am- 
mettenza. 
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Tabella 1V.2.1 - | vari tipi di funzioni di rete che si ottengono tenendo 
conto della natura dell'eccitazione e della risposta. 


Eccitazione 
Tensione Corrente 


Tensione Funzione di tra- Impedenza 


sferimento in 
tensione 


Corrente Ammettenza Funzione di tra- 
sferimento in 
corrente 


Osservazione 1У.2.1 


Le definizioni di impedenza ed ammettenza introdotte in tab.IV.2.1 sono con- 
gruenti con le definizioni di tali grandezze date nel сар. e ne rappresentano la natu- 
rale estensione. Ció puó essere visto chiaramente nel seguente caso particolare. Con- 
sideriamo due induttori accoppiati mutuamente ed esaminiamo dapprima il caso in cui 
sia presente una sola eccitazione applicata ad uno di essi (generatore di corrente) e si 
prenda come risposta la tensione ai suoi capi (fig.IV.2.1). Supponendo che gli induttori 


siano a riposo all'istante t = 0° ed usando la trasformata di Laplace, si ha che: 
(IV.2.1) Vi(s) =sLylIo (s) 


In questa situazione, sL} è l'impedenza del primo induttore, già introdotta 
nel cap.III, e che in base alla tab.IV.2.1 rappresenta un'immettenza d'ingresso del tipo 
impedenza, in quanto la causa è la corrente del generatore e l'effetto è la tensione ai. 
suoi capi. Consideriamo ora come effetto la tensione V»; dalle relazioni costitutive 
degli induttori accoppiati mutuamente si ha che: 


(IV.2.2) У, = sMI, 


Fig.IV.2.1 - Induttori ac- I 
coppiati mutuamente. 0 l 


Dalla tab.IV.2.1, vediamo che sM è una funzione di trasferimento del tipo im- 


pedenza. 
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In conclusione, dall'esame delle relazioni costitutive degli induttori accop-, 


piati Muttamente, cioè: 


—— |Wi 7 st t өмі, 
/ ava» ^ 
Pad | V4 = sMI, + sL,I, 


si vede chiaramente la congruenza delle definizioni di tab.IV.2.1 con quelle del cap.III, 


in quanto tutte le funzioni sL}, sL sM sono funzioni di rete del tipo impedenza, le 


prime due funzioni d'ingresso, l'ultima di trasferimento. 


Osservazione 1У.2.2 


| Nell'osservazione ETARE stato fatto notare che i in generale non sono delle | 


funzioni di rete quelle funzioni ottenute considerando n nel. dominio di s il rapporto E 


= 


„eccitazione e risposta (e non come dalla definizione il rapporto fra risposta ed eccita- 


| — 


zione): tali funzioni sono infatti inverse di funzioni di rete e corrispondono al fatto fi- 


sico di uno scambio fra causa ed effetto. Tale distinzione rimane essenziale per le fun- 
zioni di trasferimento, .mentre risulta superflua nel caso delle funzioni di immettenza di 
ingresso; infatti in quest! "ultimo caso si puó considerare come eccitazione latensione, 


ottenendo come risposta la corrente, ovvero come e eccitazione la corrente ottenendo co- 


O EiS QS — 
me effetto la t tensione. Il fenomeno elettrico è nei due casi il medesimo: ciò implica 


che per ogni i bipolo l'impedenza d'ingresso è sempre l'inversa dell'ammettenza d'in- 


gresso. Ambedue queste grandezze appartengono alla classe delle immettenze e perciò 
2—2 


si рио enunciare la seguente proprietà: 


Proprietà 1V.2.1 - «L'immettenza d'ingresso е la sua inversa sono en- 
trambe funzioni di rete». 


Tale proprietà verrà utilizzata nel $IV.4. 


A 


\ | \ 


Iv. з. La risposta impulsiva. 


Nell'osservazione IV.1.1 é stato messo in evidenza che una fun- 
zione di rete F(s) non è la trasformata di Laplace di una grandezza e- 
lettrica presente nel circuito, ma bensí un rapporto di trasformate! E tut- 
tavia possibile individuare una situazione nella quale una funzione di 
rete assume tale significato, facendo riferimento alla relazione. che la 


definisce, cioè alla: 


(ІУ. 3.1) U(s) = F(s) E(s) 


уран — 
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Ponendo infatti nella (IV. 2. 1): 
(1M.3.2) E(s) = 


si ha che la risposta corrispondente è proprio uguale alla funzione di re- 
te, cioè vale la seguente proprietà: 


Proprietà IV. 3.1 - paak dominio di S, la risposta. di un n circuito coincidé Т 


(ne. è uguale c ad uno» 


| 


с 


La proprietà IV. 3. 1 può essere posta in una forma più significa- 


tiva, effettuando l'antitrasformata della (IV. 3. 2) E сеа risposta, Cioé: 
(IV. 3.3) P^ DEG) Sr 11140, ©) 
(IV.3. 4) е =" ! [F(s)] -h(9 


La risposta h(t) ha un significato fisico preciso: essa rappre- 
senta l'andamento nel teinpo dell'effetto quando la causa ha un andamen- 
to nel tempo coincidente con un impulso unitario. Tale risposta prende 
il nome di risposta impulsiva.| 


— — ете ете. 


Dall'espressione (IV. 3.4) si vede che la risposta impulsiva è a- 


,naliticamente espressa dall'antitrasformata della funzione di rete. Vale 


jperció la seguente proprietà, che rappresenta la traduzione nel dominio 
[del tempo della proprietà IV. 3. 1.) 
Jx prop 


| Proprietà 1У.3.2- «La risposta impulsiva è uguale all'antitrasformata 


della corrispondente funzione di rete». 


La risposta impulsiva, come la funzione di rete, dipende dalle 
— -————@——_—T———_—___y@m_— 
in un circuito si possono definire piü risposte impulsive, ciascuna delle 
nta 
| quali corrisponde ad una particolare funzione di гесе. | 


Esempio IV.3.1 


Nel circuito di fig.1V.3.1 determinare la risposta impulsiva, relativa alla cor- 


rente i(t) (eccitazione) e alla tensione v(t) (risposto). 


Fig.1V.3.1 - Circuito consi- 

derato nell'esempio IV.3.1. i | 
I valori dei componenti so- 

no: LsrL C=1 (Н, ЕУ 


IV.3 
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Ricaviamo la funzione di rete relativa alla risposta impulsiva richiesta. А que- 


sto scopo trasformiamo il circuito assegnato come mostrato in fig.IV.3.2. Si ottiene: 


1 ` 2 hi 
I(s) = V(s) (se =) 3 
š L 


e quindi: 


ls  s^LC^1i а741і 


Indicando con h(t) la risposta impulsiva, si ha in base alla proprietà IV.3.2: 


h(t) zd | | sema 
s 


Fig.1V.3.2 - Circuito di fi- 
gura IV.3.1trasformato nel I(s) а | 
dominio di s. = 


L'importanza della nozione di risposta impulsiva risiede nella 


seguente proprietà: 


| Proprietà IV.3.3 - «In un circuito lineare e permanente, se è nota la ri- || 


| sposta impulsiva ef è univocamente determinata la risposta ad una | 


| generica eccitazione e (2) 


а ж 


Infatti,per la proprietà IV.5.2,si può ottenere la funzione di rete 


corrispondente: 
И [ 


FG) = £ ТЮЛ 


Perció, dopo aver calcolato la trasformata dell'eccitazione, cioè: 


EE le] 
si ha per la trasformata della risposta: 


"LE | U(s) =F(s) E(9 
e quindi: 


[uto = [U(s)] 


(1) - Supponiamo che sia h(t) sia e(t) siano Ë - trasformabili. 
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In conclusione in un circuito lineare e permanente la risposta im- 
pulsiva è sufficiente per caratterizzare il comportamento del circuito in 
presenza di eccitazioni di qualsiasi tipo. 


Esempio 1У.3.2 
Sapendo che un circuità|lineare е permanente ha una risposta impulsiva: 
h() 23e? u (1) 


determinare la risposta u(t) che corrisponde ad un'eccitazione a gradino e(t) =џ (t). 
P g B 


Trasformando h(t) si ottiene: 


H(s) = 
st2 
D'altra parte si ha: 
1 
E(s)=— 
s 


Perció la trasformata della risposta vale: 


(в) Se e канале 
s(s+2) 


Sviluppando la U(s) in frazioni parziali, si ha: 


A B 


U(s) = — + 
s st2 


dove: 


3 
TE 


s=0 s=- 


Quindi si ha, antitrasformando: 


— 


[oce | 

u() = 1,5 (1 - e7) u_1 (0 / 

———— | 

che rappresenta la risposta all'eccitazione a gradino. 


Osservazione 1У.3.1 


E stato visto che i circuiti lineari e permanenti sono caratterizzati dalla se- 


guente relazione tra risposta ed eccitazione: 


| 
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(IV.3.5) U(s) = F(s) E(s) 


Ci si può porre la domanda se sia possibile ottenere una relazione esplicita 
nel dominio del tempo tra la risposta u(t) e l'eccitazione e(t); tale relazione dovrà 
essere ovviamente di tipo integro-differenziale. 

Per rispondere a tale domanda è necessario fare uso della nozione di risposta 
impulsiva e di una operazione integrale detta «prodotto integrale» 0 « prodotto di convo- 


(1) 


luzione»` '. Tale operazione è definita nel seguente modo: 


Definizione !V.3.1 - « Assegnate due funzioni Ё, (+) e Ё, (+), sidefinisce 
prodotto integrale di tali funzioni la seguente espressione: 


t 
(1У.3.6) ЖЕ -/ ғ (т) fS(t- T) ат 
0 


L'utilità dell'operazione di prodotto integrale ё dovuta al seguente teorema, 


che viene dimostrato nell'ambito della teoria della trasformazione di Laplace: 


Teorema 1У.3.1 - «La trasformata di Laplace del prodotto integrale di 


| 


lidue funzioni è uguale al prodotto delle trasformate. di Laplace delle fun- || 


{zioni stesse‘? ». 
— 


In base al teorema del prodotto integrale si ottiene, antitrasformando la (IV.3.5) 


e ricordando l'espressione (IV.3.4): 


e "A адал кедр 


| 
| t | 
(IV.3.7) [Ju =f шелін £ 1[F(s) E(s)) a. h(D(r-T)dT | 


La (IV.3.7) rappresenta il legame diretto, nel dominio del tempo, fra l'eccita- 
zione e(t) e la risposta u (9; in tale espressione la risposta impulsiva h(t) tiene con- 


to dell'azione del circuito. Quanto detto si puó riassumere nella seguente proprietà: 


Proprietà IV.3.4 - «La risposta u(t) di uncircuito lineare e permanente 
è uguale al prodotto integrale (prodotto di convoluzione) fra la risposta 
impulsiva h(t) e la funzione di eccitazione e(t)». 


(1) - Il prodotto integrale viene indicato spesso con la notazione abbreviata: 


fa(t) = f (e) * fole) 


(2) - Tale teorema vale sotto opportune ipotesi restrittive per le quali si rimanda ai te- 
sti fumacdsun le trasformate di Laplace. Si veda ad esempio: A. Ghizzetti, L. Marchet- 
ti, А.Оввісіпі, op. cit., $ IV.6. 
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L'espressione (IV.3.7) rappresenta la generalizzazione dell'espress. (IV.1.1) 
valida per i circuiti senza memoria. Infatti, per tali circuiti, larisposta impulsiva è un 


impulso di ampiezza a, cioé: 
(IV.3.8) h(t) = a up (9 


e perciò si ottiene dalla (IV.3.7): 


t 
(IV.3.9) «sf a ug(7) e(t- т) ат 7a e(t- T) ша e(t) 
0 


Osservazione 1V.3.2 


La nozione di risposta impulsiva è molto più generale della nozione di fun- 


|zione di геге} ‚ Quest" ultima, che vale nel dominio di s, può essere utilizzata solo per 


i circuiti lineari e permanenti; mentre la prima, che si riferisce a condizioni « operative 


di | funzionamento e non a proprietà matematiche, puó essere considerata per qualunque 
circuito. 

Per ottenere operativamente la risposta impulsiva di un circuito è necessario 
utilizzare una forma d'onda di eccitazione che approssimi in modo adeguato. i impulso 
unitario. Si puó facilmente mostrare che ció non 6 difficile da ottenersi nel caso dei 
circuiti lineari. Infatti l'impulso unitario può essere approssimato in questo caso in mo- 


do adeguato da una qualunque forma d'onda e(t), che goda delle seguenti proprietà: 
1) la funzione e(t) è diversa da zero solo nell'intervallo (0, 8); 
2) la risposta impulsiva h(t) deve potersi considerare costante in detto intervallo, cioè 


h(t- 2) (0). 


Per dimostrare la sufficienza delle suddette condizioni consideriamo il pro- 


dotto integrale fra h(t) ed e(t). Si ottiene: 


t 
(IV.3.10) hi(0 -[ e(7T)h(t- 7)d 7 
0 


Per la prima ipotesi, poiché e(7) è nulla all'infuori dell'intervallo (0, 8), si 


può sostituire l'integrale (IV.3.10) con il seguente: 


ө 
(IV.3.11) hı) = е(т) h(t- T)d T 


(1) - Il prodotto integrale (IV.3.10) é stato espresso in forma diversa da quella consi- 
derata nella (IV.3.7), scambiando fra loro e(t) ed h(t). E facile dimostrare che le 
due forme sono equivalenti. 
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Per la seconda ipotesi risulta h(t- 7) т h(t), quando 0 € 7 < 0. Perciósiha: 


8 8 
(IV.3.12) T «nt ar eso f е(т) ат 
0 0 


In conclusione la risposta hj(t) differisce dalla vera risposta impulsiva h(t) 


per la quantità: 
(IV.3.13) a= e(r)d- 
0 


La risposta del circuito h (t) ha quindi lo stesso andamento della risposta 
impulsiva ed inoltre la forma d'onda di eccitazione si comporta come se fosse impulsi- 
va. Tuttavia essa non è un impulso unitario; la sua ampiezza infatti è pari alla quanti- 
tà a (che si misura in volt sec). 

D'altra parte in molte applicazioni non è possibile e spesso nemmeno conve- 
niente approssimare l'impulso unitario meglio di quanto richiesto nell'ambito delle due 
ipotesi precedenti. Premesso che una forma d'onda esattamente impulsiva è fisicamente 
irrealizzabile, l'avvicinarsi troppo a tale forma d'onda potrebbe significare l'utilizza- 
zione di variazioni tanto rapide nel tempo da rendere non più valide le ipotesi fatte sui 
modelli circuitali adottati; in particolare potrebbe non essere più valida l'ipotesi di co- 


stanti concentrate. 


IV.4 - Proprietà delle funzioni di rete. 


Come é stato detto precedentemente, una funzione di rete costi- 
tuisce un operatore per passare,nel dominio di s, dalla funzione di ec- 
citazione alla risposta del circuito. Una funzione di rete dipende, oltre 
che dalla posizione e dal tipo della eccitazione e della risposta, anche 
dalla struttura del circuito a cui si riferisce. Е chiaro quindi che non si 
possono specificare le proprietà delle funzioni di rete se non viene pre- 
cisata la classe di circuiti a cui si fa riferimento. 

Nel presente paragrafo l'attenzione verrà limitata alle proprietà 
più generali delle funzioni di rete, rimandando per quelle più particolari 
all'appendice IV.A. 


IV.4.1 - Proprietà derivanti dal carattere «costanti concentrate». 


Per tutti i circuiti lineari e permanenti a costanti concentrate, le 
funzioni di rete, di qualsiasi tipo, godono delle seguenti proprietà. 
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Proprietà IV.4.1 - «Ogni funzione di rete di un circuito lineare, perma- 


iii A A wl RO 


nente, a costanti concentrate è una funzione razionale a coeíficientirea-. 
li della variabile s» 


La proprietà IV.4.1 si dimostra in modo molto semplice.Consideriamo allo sco- 
po, senza perdita di generalità, come funzione di eccitazione la grandezza | impressa da 
un generatore di tensione ed analizziamo il circuito utilizzando il metododelle maglie, 
dopo averlo trasformato nel dominio di s, ciò che si può fare in quanto è lineare e per 
manente per ipotesi. Detto allora р.) il vettore delle trasformate di Laplace delle cor- 
renti di maglia, P la matrice delle impedenze di maglia e [v] il vettore dei ter- 


mini noti, si ottiene il seguente sistema di equazioni risolventi: 
(IV.4.1) [z lir, ] = [v] 


Si puó osservare che ciascun elemento della matrice [z ] è di tipo raziona- 
le a coefficienti reali nella variabile s, rappresentando la somma delle impedenze di 
ciascuna maglia, ovvero la somma delle impedenze in comune fra maglie diverse, in 


quanto il circuito è a costanti concentrate. Risolvendo il sistema si ha: 


(IV.4.2) ҚУЛЫҚ PS 


Ciascun elemento della matrice Iz Т! si ottiene effettuando : rapporto fra 
due opportuni determinanti della matrice а. Wr Perció la matrice iz Т? è formata da 
elementi coincidenti con funzioni razionali reali in s. Ricordando chi si è supposta 
presente una sola eccitazione V(s) si otterrà allora dalla (IV.4.2) la seguente espres- 
sione per la generica corrente di maglia: 


(IV.4.3) I Fr VE 


mi 


dove F, è un opportuno elemento della matrice жы 

Di conseguenza ogni corrente del circuito risulta del tipo (IV.4.3), іп quanto 
è una combinazione lineare con coefficienti + 1,0 delle correnti di maglia. Analoga- 
mente ogni tensione del circuito è del tipo (IV.4.3), in quanto si ottiene moltiplicando 
un'impedenza (funzione razionale reale in s nel caso presente)per una corrente. 

E evidente che un risultato simile si sarebbe ottenuto se la funzione di ecci- 
tazione fosse stata la grandezza impressa di un generatore di corrente e si fosse ap- 
plicato il metodo dei nodi o dei tagli per l'analisi del circuito. 

In conclusione, ogni risposta di un circuito lineare, permanente a costanti con- 
centrate è proporzionale all'eccitazione nel dominio di s tramite una funzione razio- 


nale reale della variabile s. 


Osservazione 1У.4.1 


La proprietà IV.4.1 è stata implicitamente utilizzata in precedenza quando si 


è detto che nelle applicazioni usuali le funzioni di s delle quali è necessario effet- 
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tuare l'antitrasformazione sono funzioni razionali a coefficienti reali. Risulta infatti 
verificato tale fatto per tutte le risposte corrispondenti ad eccitazioni)la cui trasforma- 
ta E(s) sia a sua volta razionale a coefficienti reali, come avviene nella maggior parte 
dei casi d'interesse. | 

La proprietà di essere a coefficienti reali è essenziale, poichè garantisce il 
carattere reale dell'antitrasformata e quindi il carattere reale della risposta nel domi- 
nio del tempo (come è fisicamente necessario). Il carattere di essere a coefficienti rea- 
li per la F(s) viene spesso espresso in un'altra forma equivalente, che si basa sulla 


seguente definizione: , 


| Definizione 1У.4.1 - «Una funzione di variabile complessa F(s)è detta rea- 
| le, se F(s) è reale per s reale, cioè, se calcolando la funzione F(s) sul- 
Г asse reale della variabile si ottiene una parte immaginaria uguale a zero». 


E immediato verificare che una funzione razionale F(s) risulta reale se e solo 


Se risulta a coefficienti seis Di и conseguenza е del tu tutto tto equivalente dire funzione ta- 
52 700522525 


ietà IV. 5. 1 


ZIE gemens 


іні puó esprimere anche nel | seguente modo: 


Propter 1V.5.2 - « Ogni funzione di rete di un circuito lineare, permanen: 
| te, a costanti concentrate è una funzione razionale reale della variabile s». 


1V.4.2 - Proprietà derivanti dalla stabilità. 


Un comportamento molto importante dei circuiti, che occorre co- 
noscere a priori nelle applicazioni, é quello connesso con la stabilità. 
Un circuito è stabile se, sottoposto a sollecitazioni esterne di durata li- 
mitata, é capace di ritornare alla situazione di riposo dopo che le solle- 
Citazioni esterne hanno finito di agire. Nel caso dei circuiti lineari e 
permanenti tale comportamento stabile puó essere precisato facilmente 
in termini di Jisposta impulsiva. Infatti le eccitazioni di breve durata 
ni impulsive sia nel caso di generatori di tensione si siain quello di gene- 
ratori di corrente. Tenendo conto che tali generatori possono essere si- 
tuati dovunque nel circuito e che come risposta si рид considerare qual- 
siasi _grandezza el elettrica | presente. nel circuito, ne deriva che affinché il 
circuito.sia : stabile è necessario che ogni. possi ile risposta impulsiva 
tenda a zero al | crescere del tempo. Бі può perciò adottare là seguente 
definizione di circuito stabile: 


l 


Definizione 1V.4.2 - «Un circuito si dice stabile quando tutte le sue pos- 
sibili risposte impulsive tendono a zero al crescere del tempo!) ». 


(1) - La stabilità definita in questo modo è spesso denominata « stabilità asintotica ». 
«stabilita asi 
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Ad ogni risposta impulsiva corrisponde una funzione di rete, co- 
me è stato fatto notare nel /2IV. 3. Nasce quindiil ЧӨ di determina- 
re quali proprietà debba avere una funzione di rete |F(s);' laffinche la ri- 


| sposta impulsiva corrispondente h(t) tenda а zero al crescere di t, Per 
‘la proprietà IV.3.2, si ha: 


(1V.4.4) Я h(9 =/0-1 ГЕ (8)) 


Poichè la funzione F(s) è razionale e reale, la sua antitrasfor- 
mata si ottiene considerandone lo sviluppo i in frazioni parziali, descrit- 
to nell' appendice Ш.А, I termini che si ottengono con tale sviluppo so- 
no dei seguenti tipi: 


1) termini corrispondenti a poli reali: 


a, a.a, reali 
(IV.4.5) = MÀ MAE 
(s-a)" n=l, 2. IEA 


2) termini corrispondenti a coppie di poli complessi coniugati: 


А, А? А, so complessi 


(s-s, P (ss. ^ n-eb323 ; х 


(IV. 4.6) 


3) termini del tipo: 


(IV. 4. 7) a, 5" 
Questi termini sono presenti quando la funzione F(s) é razionale im- 
propria. 


Calcoliamo il contributo di questi termini alla risposta impulsi- 
va h(t), effettuandone l'antitrasformata come indicato nell'appendice 
Ш.А. 5, e verificandone il comportamento al crescere di t. 


1) Le antitrasformate dei termini del tipo (IV. 4. 5) hanno la seguente e- 
spressione: 


a. 
e cdi S: nel 
(IV.4.8) f (c) = (a- Di t ЕТІС 


Gli andamenti di tali funzioni f,(t) sono mostrati nella fig.IV.4.1, nei 
tre casi a; <0, a: 550, a, > 0; 


pem 4; € Ü 


1 
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Non tendono a zero, ma rimangono limitate al crescere Чї t, nel 
caso in cui risulti: 


(IV. 4. 10) а, = 0 е п = 1 


Tendono all'infinito negli altri casi, cioé quando risulti: 


(IV.4. 11) la, > 0) oppure Ei 


i n21 


f (t) 910) 


ТО, п=1 
121 
Е ig.IV.4.1 - Andamento nel tempo delle 
funzioni che corrispondono ai termini 
del tipo (IV.4.5) 
а. > 0 


i2) Le antitrasformate dei termini del tipo (ІУ. 4.6) hanno la seguente e- 
spressione, come messo in evidenza i in appendice III. А: 


| É < 
1 ; à 
t^" c 


(IV. 4. 12) f 29 -2|А, Ir E v cos (ot %Ф) u.) (t) RE V 


п-1)! 


idove |A, | è il modulo del numero Ag 9, ёт argomento del потегот й 
Бы è la parte r reale del polo s, ed P пе è la la parte immaginaria. 

| Gli andamenti delle funzioni f,(t) sono mostrati nella figura 
IV.4.2 nei vari casi possibili. Si vede chiaramente da questa figura che 
le funzioni f (©) tendono a zero quando risulti: 


(IV.4.13) lo, \= Re [sp] < 0 


d 


, 


Non tendono a zero, ma rimangono di valore limitato al crescere 
, nel caso in cui risulti: 


(IV.4. 14) o = Re [8,1 = 0 ed nil 


di t 
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Tendono all'infinito negli altri casi, cioé quando si abbia: 


(IV.415) о, = Ке [5] >0 oppure o,=Re[s,]=0 ed п>1 


(о) (о) 


~” 


ñ> 1 


Fig.IV.4.2 - Andamento nel tempo delle funzioni che corrispondono ai ter- 
mini del tipo (IV.4.6). 


3) Le antitrasformate dei termini del tipo (IV. 4.7) hanno la seguente e- 
spressione: 


(IV.4.16) LEO = ари (0. 


Le funzioni f,(t) sono sempre nulle per t maggiore di zero. 
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Possiamo riassumere la precedente discussione nelle seguenti 
proprietà: 


Proprietà 1V.4.3 - « Condizione necessaria e sufficiente affinchè una ri- 
sposta impulsiva tenda a zero al crescere di t è che la corrispondente 
funzione _di rete abbia tutti i poli con parte reale ` negativa. T alipoli deb- 
bono essere quindi contenuti tutti nel semipiano sinistro aperto della va- 
riabile s, indicato tratteggiato in fig.1V.4.3 е detto semipiano di stabi- 


lità». 
Г 1 [s] 


Fig.1V.4.3 - Semipiano di š 
stabilità (tratteggiato). Re [5] 
e 


Proprietà 1V.4.4 - < Condizione necessaria e sufficiente affinchè una ri- 
sposta impulsiva rimanga limitata al crescere di t è che la corrispon- 
dente funzione di rete abbia tutti i poli con parte reale minore od uguale 
а zero е che i poli con parte reale uguale a zero siano semplici». 


Prendiamo ora in esame i possibili comportamenti di un circuito 
nei riguardi della stabilità, considerando separatamente le due grandi ca- 
tegorie dei circuiti passi vi ed attivi. Tali comportamenti possono essere 
discussi in maniera intuitiva, valutando il bilancio energetico del cir- 
cuito stesso. Tenendo presente che l'accertamento della stabilità avvie- 
ne solo dopo che sono cessate le sollecitazioni esterne, la valutazione 
in questione riguarda i seguenti tipi di componenti: 


1) componenti con memoria: tali componenti immagazzinano energia;/ 


2) componenti dissipatori di energia: lessi sottraggono energia al circui-| 
te Se la loro azione prevale, si ha lo smorzamento di tutti i fenomeni e- 


ettrici e quindi un comportamento stabile; 


3) componenti attivi: tali componenti forniscono energia al circuito! Se 


Па loro : azione prevale si ha un comportamento instabile.| 


Wes pass ivi. | 
ж 


I circuiti passivi sono quelli costituiti dai componenti immagaz- 


zinatori di energia e dissipatori. \In assenza di eccitazioni esterne, tali 
circuiti non possono incrementare la propria energia e perciò l'andamen- 
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to nel s delle grandezze elettriche deve rimanere limitato al cresce- 
Di conseguenza vale per essi la seguente proprietà: - 


28. > di. 


Proprietà 1V.4.5 - «Ogni risposta impulsiva di un circuito passivo rima- 
ne limitata al crescere del tempo». 

Per quanto riguarda la posizione dei poli delle funzioni di rete, 
si può allora applicare la proprietà IV.4.4, deducendo che tali poli si 
debbono trovare nel semipiano sinistro, compreso l'asse immaginario del- 
la variabile s e che questi ultimi devono essere semplici. 5 


In particolare deve essere semplice l'eventuale polo all'infinito, ciòche si può 
dedurre nel seguente modo. Si supponga per assurdo che esista un circuito passivo a- 
vente una funzione di rete F(s) con un polo multiplo all'infinito. Indichiamo con A ta- 
le circuito. Si consideri quindi un circuito B, ottenuto da quello A sostituendo: 1) ad 
ogni condensatore di capacità C un induttore di induttanza 1/C; 2) ad ogni induttore 
di induttanza L un condensatore di capacità 1/L. 

E evidente che ogni funzione di rete del circuito B si ottiene sostituendo 
1/s al posto della variabile s nella corrispondente funzione di rete del circuito A. In 


particolare il circuito B ha una funzione di rete pari a: 


1 
(IV.4.17) G(s) = F (+) 


s 


Poiché abbiamo supposto che la funzione F(s) abbia un polo multiplo per s 
che tende all'infinito, la funzione G(s) in base alla relazione (IV.4.17) possiederà un 
polo multiplo per s che tende a zero. D'altra parte il circuito B è anch'esso passivo 
e quindi non può avere poli multipli sull'asse immaginario ed in particolare per s = 0. 
Si può quindi concludere che non esiste un circuito A passivo avente una funzione di 


rete con polo multiplo all'infinito. 


Riassumendo quanto è stato detto sulle funzioni di rete di un cir- 
cuito passivo, si può enunciare la seguente proprietà: 


Proprietà IV.4.6 - LI poli delle funzioni di rete di un circuito passivo | 


possono essere dei seguenti tipi: 


AM ‘poli disposti nel semipiano sinistro della variabile s; 


`2) poli semplici disposti sull'asse immaginario; 


^8) un polo semplice all'infinito?» 


(1) - Il caso 3) può essere omesso, quando si segua la convenzione di considerare il 
punto s =% come se fosse un punto dell'asse immaginario di s. Ciópuóessere accet- 
tato proprio in base all'analogia di comportamento. 
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Rimane da discutere se il comportamento di un circuito passivo 
sia o meno stabile. Per quanto é stato detto precedentemente i poli del 
tipo 2) danno luogo ad un andamento che non tende a zero. nel dominio 
del tempo, per t che tende all'infinito; là presenza di tali poli indiche- 
rebbe quindi un comportamento non asintoticamente stabile. Tuttavia. 
| necessario notare che ciò è dovuto ad un processo di idealizzazione 
(dei componenti con memoria, in base al quale е stata ammessa come| 

ossibile l'evoluzione del fenomeno elettrico all'interno del circuito seni 
‘za alcuna dissipazione di energia. Tale ipotesi, introdotta per comodità| 
di calcolo, non risulta mai verificata in realtà, poichè ad ogni componen- 
te con memoria è sempre associato un elemento parassita che tiene con- 
to delle inevitabili perdite. Per questa ragione è conveniente classifi- 
care un circuito passivo come circuito stabile, ricordando che i suoi e- 
ventuali poli sull'asse immaginario provengono da un processo di idea- 
lizzazione. e corrispondono sempre nella realtà a poli disposti nel se- 
mipiano di stabilità. Tale corrispondenza può essere messa in una forma 
esatta, come vedremo successivamente nell'osservazione IV. 4. 2. 


Esempio 1У.4.1 


Determinare i poli della funzione ammettenza d'ingresso del circuito di figura 


1V.4.4. 


Fig.1V.4.4 - Circuito consi- 
derato nell'esempio IV.4.1. 


La funzione ammettenza d'ingresso è pari al rapporto fra la corrente I(s) e la 
tensione V(s). Tale funzione può essere facilmente determinata risolvendo il circuito 


di fig.IV.4.4 mediante operazioni di serie e di parallelo. Si ottiene: 


Eseguendo i calcoli si ha: 


I ЗСК *s(L*CR,Rj + R, +R, 
yis) = = — — — —— l a 


M RI (SL + Ry 


La funzione Y(s) ha i seguenti poli: 
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NL 
5 =- — 
L 


di stabilità. H polo all' infinito & semplice, poiché il grado del numeratore supera di una 


——— 


sola unità quello del denominatore. Ciò è in accordo con la proprietà IV.4.6. 


Circuiti attivi. 


I circuiti attivi sono quelli che contengono i componenti capaci 
di fornire energia quali ad eseinpio il nullore, i generatori controllati, 
ecc. In tali circuiti, anche in assenza di eccitazioni esterne, si può a- 
vere qualsiasi tipo di comportamento in quanto sono presenti componen- 
ti sia capaci di fornire che di assorbire energia. Si possono perciò ave- 
re circuiti attivi stabili ed instabili. Nei circuiti attivi quindi la stabili- 
tà non costituisce una propri età intrinseca, mapiuttosto un беда сһе 
viene richiesto nelle applicazioni. "NECS 

Per verificare se un circuito attivo è stabile occorre зеен 
definizione ІУ. 4. 2, controllando in base alla proprietà IV.4.3 che i poli 
di tutte le sue funzioni di rete si trovino nel semipiano sinistro aperto. 
Occorre notare che in questo caso i poli sull'asse immaginario corri- , 
spondono ad un comportamento instabile, in quanto non provengono più i 
da un processo di idealizzazion | 


шп processo di ideal mati | 
corrispondono a precise modalità di funzionamento del ‹ circuito.) | 


Osservazione 1V.4.2 


` — 


É stato precedentemente affermato che per un circuito passivo) i poli sull'as- 
— ` 


— 


se immaginario sono dovuti alla presenza nel circuito a componenti con memoria idea- 
li, compłetamente privi di perdite. Verrà ora mostrato come introducendo tali perdite si 

provoca uno spostamento di tutti i poli del circuito verso il semipiano sinistro, in mo- 

do che vengono eliminati tutti i poli sull'asse immaginario. À tale scopo utilizziamo 
per gli elementi con memoria gli schemi già introdotti nel $ I.6; precisamente ad ogni 
induttore associamo un resistore in serie e ad ogni condensatore un resistore in paral- 

lelo. Ad ogni induttore con perdite del tipo mostrato in fig.IV.4.5 a) corrisponde un'im- 

pedenza pari a: 

R 

= { š 

(IV.4.18) Z (s =sL+R_ =L | s+ — 
L s L 


|} 


Ad ogni condensatore con perdite del tipo mostrato in fig.IV.4.5 b) corrispon- 


de un'ammettenza pari a: 
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1 $ 1 \ &o 
(IV.4.19) da (s)* Cs + — = С (С * - ) МАҚ Алло. 
Š R, ai 4% 


Supponiamo ora per semplicità di trattazione che per tutti gli induttori e per 
tutti i condensatori del circuito si abbia: d 


-— » i _ 
(IV.4.20) | d M 2 ы) - (еқ. 
x L i c Bi 


i 


k 


ж / 
Il Il 
= = 
N N 

y p 


In "base alle (v. 4. 20) ed alle (IV.4.18) e (IV.4.19) si ha: 


(IV.4.21) Z (s) = L (s + d) 
(IV.4.22) Y . (s) = C (s + d) 
È 


Pu cr equi! 


satore. i R 


m meras nm s 


a) b) 


Introduciamo ora una nuova variabile P definita nel modo seguente: 
(IV.4.23) p=std 


In funzione di questa variabile, le impedenze 21, ed x. divengono: 


22 rd 
(IV.4.24) Z, (р) =Lp Cis T 
(1V.4.25) Y. (p) = Cp Les Fa 


Dalle espressioni precedenti si deduce che gli elementi con memoria si com- 
portano come se fossero senza perdite nella variabile p. Consideriamo ora una funzio- 
ne di rete generica F(p); tale funzione riferendosi ad un circuito passivo con compo- 
nenti senza perdite ha i poli disposti anche sull'asse immaginario (inbase alla proprie- 


tà IV.4.6). Consideriamo un polo generico P * Pol Passando alla variabile s} si ha: 


(IV.4.26) s *d pg 
e perció: 


(IV.4.27) s 7 pg- d 
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Essendo d positivo, si ottiene che tutti. i poli nella variabile s possono es- 


sere calcolati a а partire da quelli nella variabile p, spostandoli verso sinistra. della 


quantità 4.\ In Particolare per un polo sull'asse immaginario p = j wy Sihaunpolo pa- 
ri a: 

| 2—7 
(IV.4.28) s = jw -d [ 


In conclusione vediamo che la funzione di rete F(s) non puó avere poli a 
destra di una retta parallela all'asse immaginario e distante da quest'ultimo della quan- 


tità d (fig.IV.4.6). 


Im [s] 


Piano p Piano s 


Fig.1V.4.6 - Legame tra la posizione dei poli di una funzione di rete di un 
circuito passivo nel piano p e nel piano s. 


La limitazione sulla posizione dei poli, dovuta alle perdite dei componenti 
reattivi, è molto importante nelle applicazioni, in quanto tali poli hanno una grande in- 
fluenza sul comportamento del circuito stesso. Per questa ragione è opportuno, sia de- 
finire dei fattori di merito per la valutazione delle perdite dei suddetti componenti (co- 
me fatto пе! $ I.6), sia introdurre una misura della vicinanza all'asse immaginario di un 


polo disposto nel piano c complesso. Tali fattori di merito sono i seguenti: ў 


(IV.4.29) per un polo leg +) 4 


per un induttore 
(IV.4.30) (alla pulsazione шү) 


er un condensatore 
(IV.4.51) aln pulsazione wg) 


In base alle considerazioni precedenti si deduce che: s sella ipotesi di unifor- 
mità della distribu. della distribuzione delle perdite, il fattore di merito dei poli non può superare il 


fattore di merit Tattore di merito dei componenti con memoria. 
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La trattazione qui fatta costituisce solo un cenno alla teoria delle perdite as- 
sociate ai componenti reattivi di un circuito passivo.|Tale teoria è particolarmente uti- 
le in fase di progetto dei circuiti e da essa trae origine un metodo detto della «predi- 
storsione », рег il quale si rimanda ai testi di sintesi dei circuiti elettrici, come ad e- 
sempio E.A. Guillemin, « Synthesis of passive networks», Wiley, 1957, pag. 537. 


Esempio ІУ.4.2 


Assegnata la funzione di rete: 


il == i 
nell'ipotesi che i poli sull'asse immaginario abbiano un fattore di merito pari a 9, = 
= 100, determinare il numero di oscillazioni della risposta impulsiva corrispondente, 


affinche la sua ampiezza si riduca di 1/e del valore iniziale. 


La parte reale del polo da considerare è inbase alla(IV.4.29) uguale a о 0/ 100, 


регсіо nella variabile s la funzione che corrisponde alla Е (р) assegnata е: 


Sviluppando in frazioni parziali tale funzione, si ha: 


` A АХ 
F(s) + ——— + 
w w 
s+— * jag s+— -jo 
100 100 
dove: 
1 1 
A= = : 
Ch) -2j eg 
Spes euis 
100 e 
gran EE 
100 


O со 
= -jont јоу 
ае бае Ma N pag mE о 
20 
e 100° 
= —— sinwgtu (e) 
eo 


0 
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La funzione f(t) ha l'andamento di una sinusoide leggermente smorzata. La 


ampiezza per t=0 è pari ad 1/ ш. L'ampiezza si riduce di l/e quando risulta: 


w 
0 Ëx 


100 


Quindi, ricordando che il periodo T della sinusoide è: 


] 27 
T = — = — 
f © 
Si ottiene: 
100 100 AS 
£ mg se Тү = 1559 T 
x Ф 2т 


Quindi l'ampiezza si riduce ad 1/e del valore iniziale all'incirca dopo 16 


periodi di oscillazione. 


Esempio 1V.4.3 


Calcolare i poli dell'impedenza d'ingresso del circuito di fig.1V.4.7, nell'ipo- 
tesi che i componenti con memoria abbiano perdite uniformemente distribuite con d = 


z0,1 asc 9 


Fig.1V.4.7 - Circuito conside- 
rato nell'esempio IV.4.3. I va- 
lori dei componenti sono: 


C=1 L. = 1 (Е, Н) 


Supponendo il circuito di fig.IV.4.7 senza perdite, si ottiene: 


Y 1 _ pL А р T 
ЖОЛ тыш ge Fe 
C+ P Р 
p RIA 
pL 


Essendo 4-0,1 si ottiene: 


p=s+0,1 


e quindi: 
s %0,1 


F(s) = SA 
(s *0.DI)^4 1 


che è la funzione impedenza d'ingresso cercata. 
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Essa ha i seguenti poli: 


sı =- 0,1 +j 52--0,1-) 


Osservazione 1V.4.3 


Nell'osservazione IV.2.2 é stato fatto notare che quando si considera la fun- 
zione di rete F(s) di tipo impedenza o ammettenza d'ingresso, anche la funzione 
1/ F (s) € una funzione di rete dello stesso tipo. Tale considerazione comporta ulterio- 
ri proprietà derivanti dalla stabilità di un circuito per le funzioni di rete tipo immetten- 
za. Infatti gli zeri di una funzione F(s), cioè quei valori di s per cui la funzione ri- 
sulta uguale a zero, sono coincidenti con i poli della funzione 1/Е (5). Di conseguen- 
za vale la seguente proprietà: 

M 


— — a 


і КЕ ircuifo, gli z zeri soddisfano le stesse proprietà dei poli».] 
| 


f 
|jji—— q 
г 


IV.5 - Suddivisione della risposta di un circuito in parti signifi- 
|cative. 


— 


La risposta di un circuito U (s) nel caso рій generale e nel do- 
minio di s, ë data dall'espressione (IV. 1.6), dove la funzione U(s) é 
espressa in funzione delle eccitazioni e delle condizioni iniziali. L'an- 
damento nel tempo u(t) si ottiene antitrasformando la U(s). Per ricor- 
dare che sono stati tenuti uti in conto tutti i possibili contributi, la U(s) 
viene indicata come drisposta : completa» del circuito: 

E usuale suddividere la risposta completa i in parti con lo scopo 
di evidenziare in essa degli aspetti ritenuti particolarmente importanti. 
Le suddivisioni più usate sono le seguenti: 


1) suddivisione in risposta libera e risposta forzata; 


2) suddivisione in risposta permanente e risposta transitoria. 


Nel presente paragrafo ci occuperemo solo della prima, in quan- 
to la seconda verrà trattata diffusamente nel cap. V. 

Per risposta libera di un circuito si intende la risposta quand 
non è presente alcun generatore esterno, ma solo le condizioni Teri 
Nel dominio di s, tale risposta U, (s) si può esprimere nel modo se- 
guente (a partire dalla (IV. 1. 6)) (1): СЕ 


(1) - I simboli utilizzati nelle espressioni (ІУ. 5.1) е (ІУ. 5.3) hanno gli stessi significa- 
ti indicati nella formula (IV. 1.6). 
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des. SE k Ë . 


Nc NL IVA 
(IV. 5.1) U,(s)=  H,(6) v,(0)+ 2 K,(6)i(0) 


DI) 


La чер, шы espressione nel tempo si ottiene antitrasfor- 
mando la (IV.5.1): 


(1V. 5.2) шу () = £^! [U, (s)) 


Per risposta forzata di un circuito s'intende la risposta quando 
sono presenti i generatori esterni con condizioni iniziali nulle.) Nel do- 


minio di s, tale risposta (7 (s) si può esprimere nel modo seguen- 
495 
Беу >?! Буз 


N Д E 
(1V.5.3) . U,(s)- = БЫ Е, (s) 


M \ 
| — | 


\ 
J 


La corrispondente espressione nel tempo si ottiene antitrasfor- 
mando la .(IV.5. 3): 


(IV. 5.4) Jus (o = É-t 1050] 


E evidente che risulta: 


(IV. 5.5) U(s) = U, (s) + U, (s) 


Esempio IV.5.1 


Dato il circuito di fig.1V.5.l, determinare la risposta libera е la risposta for- 


zata, considerando come grandezza d'interesse la tensione у. (+). 
9 2 


Fig.1V.5.1 - Circuito considerato 
nell'esempio IV.5.1. I valori dei 
componenti sono: 


З v (t) 
К=2,С=1, у, (0)=2,7 (t) = g 


= іп 2t*u ,() (О, F, V). 


Con riferimento a fig.IV.5.2, dove è riportato lo schema trasformato nel domi- 


nio di s del circuito d'interesse, in cui: 


У (9) =£ [sin 2t u ,(0] - aci 


(1) - v. nota di pagina precedente. 
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Fig.1V.5.2 - Circuito trasfor- 
mato nel dominio di s di quel- 
lo di fig.IV.5.1. 


si ottiene la seguente equazione di equilibrio: 


1 v (07) 
i (— +2) = V (s) + 
SE Е s 
Quindi si ha: 
sRC. RC 2 
Va(s)* —— У (в) + —— v, (0) 
1+sCR! 6 1+sRC )* 


In base alla definizione data in precedenza risulta: 


2 25 2 
2 3 Vap(5) = 


жы ren 


Antitrasformando V, si ottiene la risposta libera nel dominio del tempo, 


cioè: 


2 | А 
a o- E E | 424955, (0 


Per ottenere la risposta forzata nel dominio del tempo, occorre sviluppare pre- 


liminarmente Vop in frazioni parziali: 


2s 2 2s A B p^ 
PME CST a E * + 
ЗЕ itis sq 5%ббатый — s40,9 | зей 
dove 
A= 2 =- ым = 525-5745 5 «ana еті artagi= —_ „-}1,33 
s^ tá x dob. 17 (s + 0,5) (s + 32) aid 17 Yi7 {17 
Antitrasformando i singoli termini dello sviluppo si ottiene l'espressione vo- 
luta: 


CA e'055t + Веі2 pärit u (o = 


Il 


vop(O 


- ESAE à cos (2r - 1,33) | u 1(0 
17 (7 : "e 
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Osservazione 1У.5.1 


Le risposte libera e forzata hanno proprietà caratteristiche nel caso della clas- 
se molto importante dei circuiti stabili. In base alla definizione data nel 9 1V.4.2, un 
circuito stabile é caratterizzato dal ritornare nelle condizioni di riposo dopo che è sta- 
to sottoposto all'azione di eccitazioni di breve durata. Poiché con tali eccitazioni è 
possibile ottenere nel circuito una qualsiasi configurazione di grandezze elettriche in 


corrispondenza all'istante in cui esse cessano di agire, possiamo affermare che: 


{ Proprietà IV.5.1 - «L'andamento nel tempo della rispostaliberadi un cir- 
licuito stabile tende a zero al crescere del tempo, per un qualunque insie- 
i me di condizioni iniziali». 


метке 


Tale proprietà equivale nel dominio di s alla seguente altra: Í 


w 


Proprietà 1V.5.2 - «I poli della risposta libera di un circuito stabile si 
trovano nel semipiano sinistro aperto della variabile s, per un qualun- 
que insieme di condizioni iniziali». 


Per quanto riguarda la risposta forzata nel dominio di s, 6 facile constatare 
che i suoi poli appartengono o alle funzioni di rete oppure alle eccitazioni (nell'ipote- 
si che queste siano coincidenti con funzioni razionali reali della variabile s). Di con- 
seguenza è possibile trarre qualche conclusione generale nel caso dei circuiti stabili 
solo se si considerano eccitazioni di tipo particolare. Un caso che ha importanza pra- 
tica è quello delle eccitazioni che hanno un andamento limitato nel tempo. Per tali ec- 
citazioni sappiamo che le relative trasformate di Laplace hanno poli o nel semipiano 
sinistro aperto o semplici sull'asse immaginario. Poiché le funzioni di rete di un cir- 
cuito stabile hanno poli solo nel sempiano sinistro aperto, ne deriva che la risposta 
forzata nel caso presente abbia poli o nel semipiano sinistro aperto oppure semplici 


sull'asse immaginario. Di conseguenza vale la seguente proprietà: 


Proprietà [V.5.3 - «L 'andamento nel tempo della risposta forzata di un 
circuito stabile si mantiene limitato quando tutte le funzioni di eccita- 
zione sono a loro volta limitate». 


APPENDICE AL CAPITOLO IV 


APPENDICE IV.A - Proprietà delle funzioni di rete conseguenti dalla 
siruttura del circuito. 


L'effetto della struttura del circuito sulle proprietà delle funzio- 
ni di rete è notevole sia per quanto riguarda la natura dei componenti 
presenti sia per quanto riguarda la sua topologia!) Nella presente appen- 


dice vogliamo dare un'idea di questo argomento, rimandando per l'appro- 
fondimento ai testi di sintesi delle reti elettriche, dove l'argomento stes- 
so assume un'importanza predominante, in quanto solo attraverso la co- 
noscenza dettagliata delle proprietà delle funzioni di rete si può risali- 
re al circuito che soddisfa le specifiche di progetto. Si veda ad esempio 


G. Martinelli, «Sintesi delle reti elettriche», Vol.I e II, Ed. Siderea 1971. 


- Proprietà derivanti dalla natura dei componenti. 


La presenza o meno dei vari tipi di componenti ha un'influenza 
notevole sulle funzioni di rete. L'analisi di tale influenza e importante 
ai fini della caratterizzazione di ciascuna funzione di rete, in modo che 
si possa sapere a priori se una funzione è realizzabile o meno come fun- 
zione di rete di un certo tipo di circuito. Ha anche una notevole influen- 
za sulle funzioni di rete l'eventuale numero di componenti di uno stesso 
tipo presenti nel circuito; accenneremo a ció per quanto riguarda i tran- 
sistori schematizzati tramite il loro elemento ideale (nullore sbilancia- 
to). Le proprietà delle funzioni di rete che scaturiscono dalla presenza 
di interi circuiti equivalenti sono usualmente poco note e sono state in- 
dividuate solo per classi limitate di circuiti, come ad esempio quelli che 
contengono diodi tunnel. Si rimanda per notizie su questoargomento agli 
articoli: 
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- I.W. Sandberg, « The realizability of multiport structures obtained by 


embedding a tunnel-diode in a lossless reciprocal network», BST], 
Vol. 41, n.3, 1962, pagg. 857-876; 


- I.W. Sandberg, < The tunnel diode as a linear network element», BST], 
Vol. 41, n. 5, 1962, pagg. 1537-1556; 


- G. Martinelli, «Sulla teoria e sintesi delle reti lineari attive», N. R. N., 


Vol. 15, 1966, pagg. 5-48, 143-211, 290-385. 


Nel presente paragrafo accenniamo brevemente alle proprietà di 
alcune funzioni di rete di circuiti tipici. Le proprietà sono riassunte nel- 
la tab. IV. A.1 e si riferiscono all'ammettenza d'ingresso ed alla funzio- 
ne di trasferimento in tensione, come precisato nella tabella stessa. I 
circuiti considerati sono: 1) quelli passivi tradizionali, costituiti da re- 
sistori, condensatori, induttori e trasformatori; 2) alcune categorie piü 
particolari di circuiti passivi, cioé i circuiti RC (costituiti solo da resi- 
stori e condensatori) ed i circuiti reattivi (caratterizzati dall'assenza 
dei resistori); 3) i circuiti attivi corrispondenti ai microcircuiti lineari, 
cioè costituiti da resistori, condensatori e transistori. 

Il transistore viene schematizzato nel suo funzionamento lineare 
con un nullore sbilanciato. E evidente che una schematizzazione miglio- 
re richiederebbe l'uso di un circuito equivalente del transistore com- 
prendente, oltre al nullore, anche dei resistori e dei condensatori. Tut- 
tavia le proprietà delle funzioni di rete che si hanno in questo caso so- 
no poco note e molto complicate a dedursi. Per questa ragione nella ta- 
bella IV. A. 1 ci limitiamo a distinguere soltanto i due casi di presenza 
di uno o più transistori, allo scopo di far vedere come questa semplice 
differenza già comporti notevoli conseguenze a livello di proprietà del- 
le funzioni di rete. 

Nella tab.IV. A. 1 le proprietà delle funzioni di rete considerate 
Sono espresse in termini di posizione di zeri e poli della funzione razio- 
nale reale corrispondente, di residui nei poli, di parte reale della fun- 
zione per s =) с, di costante moltiplicativa. 


IV.A.2 - Proprietà derivanti dalla topologia del circuito. 


La configurazione topologica del circuito ha una notevole in- 
fluenza sulle funzioni di rete. Allo scopo di dare un'idea di tale influen- 
za, consideriamo un caso tipico: quello del circuito a scala. Per tale 
circuito, rappresentato in fig.[V. A. l, esaminiamo l'influenza della con- 
figurazione topologica su una qualsiasi funzione di trasferimento ingres- 


Tabella IV.A.] - Esempi di proprietà delle funzioni di rete conseguenti dalla natura dei componenti. 


Tipo di cir- 


Funzione di puro 


rete 


Ammettenza d'ingresso: 


I(s) 
Y (s) €*——— 
MAS 


Funzione di trasferimento 


in tensione: 


Circuito RC 


- Poli e zeri semplici 
sull'asse reale negati- 
vo, alternati tra loro; 


- Costante moltiplicati- 
va positiva; 


- Primo punto critico 
(polo o zero) vicino al- 
l'origine coincidente 
con uno zero. 


- Poli realinegativi sem- 
plici non nulli; 


- Zeri ovunque eccetto 
che sull'asse reale po- 
sitivo; 

- Grado del denominato- 
re maggiore od uguale 
a guelo del numeratore; 


- Costante moltiplica- 
tiva H tale che: 


0 <H X Hj 


con il segno di uguale nella precedente diseguaglianza solo se Hç è diverso da H}. La quantità 


Circuito reattivo 


- Poli semplici sul- 
l'asse immaginario con 
residui reali positivi; 


- Parte reale per s =јо 
identicamente nulla 


- Funzione razionale 
pari; 


- Poli semplici sullo 
asse immaginario con 
l'esclusione dell'ori- 
gine e dell'infinito. 


Circuito passivo 


- Polinel semipiano si- 
nistro aperto oppure 
sull'asse immaginario, 
nel qual caso sono sem- 
plici con residui reali 
positivi; 

- Parte reale sull'asse 
immaginario non-nega- 
tiva. 


- Polinel semipiano si- 
nistro aperto oppure 
semplici sull'asse im- 
maginario,con l'esclu- 
sione di s=0, в-о; 

- residui dei poli sul- 
l'asse immaginario pu- 
ramente immaginari. 


in cui H, è la minore delle tre seguenti quantità 


me il minimo valore del parametro K (se esiste) per cui il polinomio: 


D(s) - K N(s) 


ha uno zero reale positivo di molteplicità pari. 


Circuito RC attivo con- 
tenente un solo transi- 
store ideale 


- Zeri ovunque con l'e- 
sclusione dell'asse 
reale positivo; 


- Costante moltiplica- 
tiva positiva; 


- per s=0 non c'è po- 
lo, lo zero è possibi- 
le ma deve essere sem- 
plice; 

- per 5-9 non c'è ze- 
ro; l'eventuale polo de- 
ve essere semplice. 


L'unica condizione è 
che gli zeri non devo- 
no stare sull'asserea- 
le positivo. 


1 1 
T(9) T(0) 


H 


Circuito RC attivo con- 
tenente un numero 
qualsiasi di transi sto- 
ri ideali 


Non ci sono limita- 
zioni. 


Non ci sono limita- 


zioni. 


d 


Hi è definita 
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Fig.IV.A.1 - Circuito a scala. I bipoli Zk +T K=1,2,...n-1, sono i rami 
longitudinali; i bipoli Zog: К =1, 2,...n, sono i rami trasversali. 


so-uscita. E intuitivo che la grandezza elettrica in uscita è nulla, se la 
trasmissione ingresso-uscita è interrotta, ciò che può accadere o perchè 
un bipolo longitudinale ha un'impedenza infinita o perchè un bipolo tra- 
sversale ha un'impedenza nulla. Tuttavia, un esame più accurato della 
trasmissione fa vedere che tale interruzione non sempre avviene nelle 
due situazioni dette, per cui vale la seguente proprietà: 


Proprietà IV.A.1 - «Gli zeri di una funzione di trasferimento ingresso-u- 
scita di un circuito a scala possono essere solo o poli dell 'impedenza 
dei rami longitudinali o zeri dell'impedenza dei rami trasversali». 


Tenendo conto di questa proprietà e di tab.IV. A. 1 vediamo che 
gli zeri delle funzioni di trasferimento di un circuito RC ascala posso- 
no essere situati solo sull'asse reale negativo. Analogamente, nel caso 
di un circuito a scala passivo tali zeri possono essere situati solo nel 
semipiano sinistro chiuso della variabile s. 


(Oc 
> 


CAPITOLO V 


ANALISI IN REGIME PERMANENTE 


Gli andamenti nel tempo piü comuni nelle applicazioni per 1 le 
grandezze elettriche sono quelli sinusoidali sia nel caso dei circuiti di 
potenza sia nel caso dei circuiti per la manipolazione dei segnali; Inol- 
tre il comportamento di un circuito sotto l'azione di eccitazioni di tipo 
sinusoidale riveste una grande importanza teorica per la possibilità di 
risalire da questo comportamento a quello dovuto ad eccitazioni di tipo 


è quella. che predomina al passare c del tempo. Tale risposta prende eil no- 


me di « «permanente » e analisi che si effettua in queste condizioni è 
quella in «regime permanente sinusoidale »., Tale analisi è l'argomento 
del presente capitolo, in cul viene introdotto un metodo estremamente ef- 


sformata di Laplace, già | descritto nel cap. TIL 


У,1- Suddivisione deila risposta di un circuito nella parte tran- 
sitoria e nella parte permanente. 


V.1.1 - Definizione di risposta transitoria e permanente. 


Si consideri un circuito lineare e permanente che sia sede di un 


fenomeno elettrico sotto le seguenti ipotesi: 


^a) il fenomeno elettrico abbia inizio all' istante t =0, in presenza di con- 
dizioni iniziali nulle; \ І 


< ный 


by) sia presente un prelezione esterna di tipo: sinusoidale, avente il se- 
"-güente « andamento‘! ' ed inizio all'istante t -0; ) 


e 


(1) - Per il nome ed ii significato dei simboli che si usano nel caso di un'eccitazione 
sinusoidale, si veda i! Š "[II.2.3 del cap.III. 
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(V.1.1) e(t)» А соѕ (ш: + 9) u (t) 


c) il circuito sia stabile(!), 

In tali condizioni analizziamo l'andamento nel tempo di una qua- 
lunque risposta u(t) del circuito, utilizzando il metodo della trasforma- 
ta di Laplace. Detta con E(s) la trasformata di Laplace dell'eccitazio- 
ne e(t) e con F(s) la funzione di rete d'interesse, si ha: 


(V.1.2) U(s) = F(s)| (EG) 


L'andamento della funzione u(t) si i ottiene effettuando lo svilup- 
po in frazioni parziali della U(s) ed antitrasformando i singoli termini. 
A questo scopo occorre esaminare dove sono i poli della U(s). Si _vede 


facilmente che essi sono di due tipi < Kus ei € 
\ 


N 
\, 


а) poli — con quelli della funzione di rete F(s); tali poli si 
ГА ___— 

trovano nel semipiano sinistro aperto della variabile s, essendo per i- 
potesi il circuito di tipo stabile, cioè risulta: 


(V.1.3) s, ¥o + j о; ; lo, «0 


L1 


b) poli « coincidenti con i poli della funzione di eccitazione Е (5); tali po- 
li si trovano sull' asse immaginario, cioè sono del t tipo seguente: 


(V.1.4) s. =+ јо 


essendo |w la pulsazione della funzione e(t) riportata nella (V.1.1). 


Distinguendo i poli nelle due categorie precedenti, lo sviluppo 
in frazioni parziali risulta suddivisibile nel modo seguente: 


R* 
+ 


s-jo stjw 


(V.1.5) U(s) = U, (s) + 


dove la funzione U,(s) corrisponde alla parte dello sviluppo relativo 
ai poli del tipo a), mentre gli altri due addendi corrispondono ai poli 
del tipo b). 


E facile verificare le seguenti proprietà: 


1) l'antitrasformata u NO, della funzione U (s) tende a zero al cresce- 
re del tempo, in base alla (V.1.3); 


2) l'antitrasformata della funzione: 


(1) - Si tengano presenti le considerazioni fatte пе! 9 IV.4.2 relativamente alla stabili- 
tà. 
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R R* 
P 5- јо stjw 
non tende a zero al crescere di t, ma il suo andamento appartiene alla 
stessa classe di funzioni a cui appartiene I eccitazione e(t) e cioé del 


tipo: IR] pa еду du È 
Ke e 


(V.1.7) u, () = A, соз (ос + Ф) и A) 


E opportuno notare che tale. funzione ha la stessa pulsazione c 
della funzione e(t), ma ha ampiezza АТ ,efase iniziale Ф, differen- 
ti in generale dalle corrispondenti дар сага е fase iniziale di e(t). 

Le considerazioni precedenti conducono ad una suddivisione del- 
(Па risposta, valida nel dominio di s e nel dominio di t, del tipo seguen- 


(V.1.8) [UG 
(V.1.9) u(t) 


UG) +U, (8) | 
ч (t) жа (t) 


La parte | m (9 viene detta risposta transitoria del circuito (poi- 
chè tale risposta” 51 esaurisce al crescere del tempo) mentre la parte 
d, (t viene detta risposta permanente | del circuito (poichè tale risposta ` 
è quella che predomina al crescere del. tempo). A volte la risposta u, (t) 
viene anche detta risposta a a regime del circuito (poiché essa coincide 
con la risposta totale u(t) quando i fenomeni transitori si sono esau- 


riti). 


Esempio V.1.1 


Determinare la risposta transitoria e la risposta permanente del circuito di fi- 


gura V.1.1, considerando come grandezza d'interesse la tensione v, (t). 
9 2 


R 
Fig.V. 1.1 - Circuito considerato nel- + 
l'esempio V.1.1. I valori dei compo- + ©, 
nenti sono: 
3 v, O (D LS КЖО) 


R=1,L=2, v (0 72cos2t*u (0), 
ipso, “(Q BV... i 


Risolvendo il circuito nel dominio della trasformata di Laplace (fig.V.1.2), si 


ottiene la seguente espressione per la tensione V, (s): 


sL 
У, (5) = ————— V (s) 
К +51 
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dove: 
2s 
V (s) = б [2cos2t u MO) === 
È £ s“ + 4 


I poli della funzione V,(s) sono i seguenti: 


a) poli della funzione di rete. Vi é un solo polo reale e negativo: 


R 
s=- — =- 0,5 
L 


b) poli della funzione di eccitazione. Vi sono due poli con parte reale nulla pari a: 


s=t j2 


Effettuando lo sviluppo in frazioni parziali della У, (5), si ottiene: 


A B p* 
V, (s) = + + 
st0,5 s*j2 s-j2 
dove: 
2s 2 
A = У, (5) "(5 + 0,5) ss = = — 
s=-0,5 БА lug 1 
s 2s 16-j4 
B = V,(s) (s +j 2) = - = 
ж.а STOP 8-17 [gs 17 


La parte transitoria (nel dominio di s) risulta: 


A 2/17 


s+0,5 s+05 


Vo (s)= 
Antitrasformando si ha: 
2 - 
v (= — e 
2t 17 
Fig.V.1.2 - Circuito trasfor- 


mato nel dominio di s di 
quello di fig.V.1.1. 


La parte permanente (nel dominio di s) risulta: 


- i) 
Mae + 
2р 1ÓXsti2 ер 
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Antitrasformando si ha: 


4 ° : 
Г0ж-- (4-5) et (4 8) ei} a) 


Essendo: 


1 
А -jartg — ni 
4-j= {17е 47 {17 e 10:25 


si ha: 


(t) = 4 {eri(2t+0,25) 2 _j(2t+0,25)) 


8 
u (t) =i cos (2t + 0,25) u 1(0 
17 | {17 
Si vede che l'andamento nel tempo della tensione transitoria MIRO tende a 
zero al crescere di t, mentre la tensione permanente Vo MO ha un andamento cosinu- 


| soidale, ‚ avente la stessa pese della eccitazione v 49. | 


V.1.2 - Limiti di validità della suddivisione della risposta di un circui- 
to nelle parti transitoria e permanente. 


La suddivisione della risposta di un circuito in permanente e 
transitoria è stata effettuata sotto le i ipotesi a), b) e с) riportate all'ini- 
zio del Š V. 1.1. Queste ipotesi tuttavia sono state scelte più restrittive 
del necessario per semplicità di trattazione e per introdurre la nozio- 
ne di risposta permanente. Non sussistendo piü le ragioni precedenti, 
conviene riprendere tali ipotesi, estendendole a situazioni più generali, 
quali sono richieste 1 nelle applicazioni, sempre tenendo- presente che i 
circuiti che stiamo considerando sono quelli lineari e permanenti. 


a) Si puó ammettere la presenza anche di condizioni iniziali non nulle. 
Infatti in tale caso, in luogo dell'equazione (V.1.2) perla U(s), si può 
utilizzare l'espressione seguente (derivata dalla (IV.1.6) del cap.IV, a 
cui si rimanda per i simboli) 


Nc N, 
(V.1.10) | U(s)-F(s)E(s)* x Н, (s) v, (0) + = К.(в)1,(07) 


Si riconosce facilmente che i contributi alla risposta u(t) dei 
fattori: 


Nc NL 
(V. 1.11) 2. 4H. ; (s) у; (0°) + È, K. :(5) 1, (07) 


іші 
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tendono a zero al crescere del tempo per i circuiti stabili) \ Quindi si può 
affermare che la risposta del circuito può ancora essere ‘suddivisa in 
transitoria e permanente e che quest'ultima ha un andamento del tutto 
identico a quello che si ha nel caso in cui si abbiano condizioni inizia- 
li nulle. 


b) Si può ammettere la presenza di più eccitazioni esterne del tipo se- 
guente: 


(V.1.12) e; (e) = А, cos(ct + 9)u , (t) 


purché aventi tutte Ја medesima pu Isazione о). Infatti in tal caso, in 


luogo della (V.1.2), si può utilizzare la seguente espressione: 


N 
(V.1.13) U(s) = z F. (5) E, (5) 


Si riconosce facilmente che la (V.1.13) può essere suddivisa nel- 
la parte transitoria e nella parte permanente.) | Quest'ultima è uguale alla 
somma delle } parti permanenti che si ottengono considerando una eccita- 


zione per volta. | 


c) Si può accettare la presenza di poli sull'asse immaginario perla fun- 
zione di rete F(s), sotto le seguenti condizioni: 


. 1) il circuito considerato è passivo; 
2) non si ha coincidenza di detti poli con i с derivanti dall' eccitazio-| 
ne. ; JRA YA Әу A9. 9 


Infatti, nel caso dei circuiti passivi, i poli Sull'asse immagina- \ 
rio delle funzioni di rete corrispondono ; ad aver trascurato (per comodità 
di calcolo) tutte le perdite associate ai componenti con memoria (si ve- 
da il SIV.4.2 e l'osservazione IV.4.2 del cap. IV); da un punto di vista 
fisico tali poli si trovano sempre disposti nel semipiano sinistro (anche 
se molto vicini all'asse immaginario, nel caso di elevato fattore di me- 
rito). Perció, nel dominio del tempo, in corrispondenza a tali poli si ot- 
tiene un andamento che non tende a zero,come limite di un andamento 

.leggermente smorzato. Si puó quindi fisicamente giustificare la separa- 
bilità della risposta transitoria (il cui andamento é leggermente smorza- 
to) dalla risposta permanente (il cui andamento nel tempo mantiene una 
ampiezza rigorosamente costante); quest'ultima infatti prevale, anche se 


a lungo termine. | 


La suddivisione in transitorio e -permanente non: è invece più ac- 
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ti, per la presenza di un polo multiplo, lo sviluppo in frazioni parziali 
\assume una forma del tutto particolare, nella quale non è distinguibile il 
(Contributo del circuito da quella: dell'eccitazione. 


Esempio V.1.2 


Determinare la parte transitoria e la parte permanente della corrente i(t) che 


percorre il circuito di fig.V.1.3. 


Fig.V.1.3 - Circuito conside- 
rato nell'esempio Ү.1.2.1 va- 
lori dei componenti sono: 


Gael аз Е-е; y, 07 
Scos 21 э, (0) | (ЕН, V). 


—€——— HÀ 


Si ottiene nel dominio di s: 


! sC 
I(s) = ROSTA V (s) 


S LC E 
in cui: 
У (s) = £ [ (e ЕЕ: 
s) = cos2t u ,(t)] = —— —— 
g 52%4 


Quindi si ha: 


s s 
i ГҮ: 


Sviluppando la I(s) in frazioni parziali si ottiene: 


1/3 4/3 


2 T 
s 


I(s) =- << 
fl 24 4 


Nel dominio del tempo, antitrasformando la RE si ottiene: 
Tos 2. E 
i(t) = | - — sint + — sin2t u. (t) 
3 3 s 


Si constata che la corrente i(t) ë la somma di due sinusoidi, la prima corri- 
spondente ai poli della funzione di retele la seconda corrispondente ai poli dell'eccita- 
zione. Per quanto detto, però, il primo termine è presente solo perché abbiamo trascu- 
rato le perdite degli elementi reattivi, Se tenessimo conto di tali perdite,il termine sud- 
detto sarebbe moltiplicato p per un'esponenziale decrescente. Per questa ragione esso 
può essere considerato come risposta transitoria del circuito.) П secondo termine inve- 


ce non tende a zero in alcun caso, perció la quantità: 
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2 
(9 - 3 sin2t u (0) 


è la risposta permanente del circuito. 


Osservazione V.1.1 


In alcuni casi particolari, ma notevoli dal punto di vista delle applicazioni, 
puó accadere che nella suddivisione (V.1.5) della risposta U(s) inparte permanente e 
in parte transitoria, quest'ultima risulti identicamente nulla. In questi casi la (V.1.5) 
diviene: 
* 


R 
(V.1.14) U(s) = 


ana 
s-jo s +j 
essendo U, (5) = 0. 

Vediamo sotto quali condizioni si verifica questa situazione, escludendo il 
caso banale del circuito senza memoria, per il quale la parte transitoria è sempre as- 
sente. Considerando perciò un circuito con memoria, sia ѕ il generico polo della fun- 
zione di rete F(s)U.- nce xx pie 


Il corrispondente residuo ag vale: 


(V.1.15) ag = lim [(s- sy) F(s) E(s)) 


зга 
Affinche si abbia U,(s) = 0, si deve avere per ogni polo So: 
(V.1.16) an=0 


Tale condizione (У.1.16) è compatibile con la (V.1.15) solo nel caso in cui 
sia: 


CV. 1.17) E(sp) -0 


ciò che si verifica quando s, è uno zero della funzione di eccitazione. Nel caso qui 


considerato di eccitazioni del tipo (V.1.1) la funzione E(s) ha la forma: 


scos Ф- о sin Ф 
(V.1.18) E(s) = 


Dal confronto della (V.1.17) con la (V.1.18) si deduce che deve essere: 
(У.1.19) So = отар $ 


In conclusione la parte transitoria della risposta del circuito ё identicamente 


nulla sotto le due seguenti condizioni: 


(1) - Non verrà considerato, per semplicità, il caso di funzioni F(s) aventi poli mul- 
tipli. 
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a) la funzione di rete F(s) ha un unico polo, disposto sull'asse reale (eventualmente 
nullo o infinito); 


b) fra il polo di F(s), la pulsazione e la fase iniziale Ф della funzione di ecci- 
tazione sussiste la relazione (V.1.19). E а 


Le considerazioni qui svolte hanno importanza in molti casi di interesse tec- 
nico; precisamente in tutti quei casi in cui si desidera che il regime permanente abbia 


inizio all'atto della inserzione dell'eccitazione, evitando la presenza di fenomeni tran- 
sistori il cui effetto puó essere dannoso. 


Esempio V.1.3 


Dato il circuito di fig. V.1.4, a riposo all'istante iniziale, determinare la fase 


iniziale Ф della funzione di eccitazione in modo che nella corrente i(t) non sia pre- 
sente il termine transitorio. 


Fig.V.1.4 - Circuito conside- 
rato nell'esempio V.1.3.Il va- 
lore di v(t) e: 


у(:) = У соѕ (ос + Ф) . 


Nel dominio di s si ottiene il seguente legame fra У (5) ed I(s) 


1 
I(s) = — — У(5) 
sL+R 


La funzione di trasferimento F(s) è uguale a: 


1 
F(s) = ——— 
sL+R 


Tale funzione possiede un polo reale e negativo avente il seguente valore: 


R 
O, =- — 
бср, 


Applicando la relazione (V.1.19) si ottiene: 


R 
o =- — = wtag Ọ 
a X 


da cui: 


R 
Ọ =- artag — + Кт V 
wL 
con k=0 oppure k=1. 
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Nel caso in cui К =0, il fenomeno transitorio è assente quando la fase ini- 
ziale Ф è uguale a zero ovvero а т; ciò corrisponde ai casi in cui la forma d'onda di 
tensione assume il valore assoluto massimo per г -0. 

L'esempio qui svolto ha importanza quando interessi alimentare con una ten- 
sione sinusoidale un utilizzatore il cui circuito equivalente sia approssimabile con un 
circuito di tipo RL; tale situazione é molto comune, come ad esempio nel caso della 
alimentazione di un trasformatore ovvero di una macchina elettrica. In tali casi come è 
stato qui mostrato ha importanza la fase con la quale viene inserita la tensione di ali- 
mentazione. Se la fase Ф ha uno dei valori ricavati in precedenza, non si ha alcun fe- 
nomeno transitorio, per cui la corrente assorbita ha subito l'andamento di tipo perma- 
nente. Nei rimanenti casi, si ha un fenomeno transitorio, a causa del quale la corrente 
assume valori massimi che possono essere molto maggiori (fino a due volte) rispetto a 


quelli che si hanno in regime permanente. 


V.2 - Derivazione del metodo dei fasori da quello della trasfor- 
mata di Laplace. 


Quando un circuito si trova in regime permanente tutte le gran- 
dezze elettriche (tensioni e correnti) sono di tipo sinusoidale e ricondu- 
cibili all'espressione (V. 1.1) nella quale risultano variabili da grandez- 
za a grandezza i valori di A (ampiezza)e ọ (fase iniziale), mentre il 
valore di c (pulsazione) risulta uguale per tutte le grandezze del cir- 
cuito. A seguito di tale circostanza, prima di sviluppare i metodi di ana- 
lisi in regime permanente è necessario introdurre la nozione di fasore, 
mediante la quale tutte le operazioni che si possono effettuare sulle fun- 
zioni sinusoidali isofrequenziali risultano grandemente semplificate. 


V.2.1 - Fasori associati alle funzioni sinusoidali. 


Si consideri una classe di funzioni sinusoidali del tipo seguente: 
(V.2.1) | ew) A cos (wt + Ф) 


nella quale le grandezze TA (ampiezza) ‹ e @ (fase iniziale) sono i pa- 
rametri da cui dipende ciascuna funzione appartenente alla classe, men- 
tre c (pulsazione) è da considerarsi come una quantità costante. Le 
funzioni del tipo (V.2.1) vengono dette funzioni sinusoidali isofrequen- 
ziali. Ogni funzione appartenente alla classe é completamente individua- 
ta quando si fissi il valore di A edi @. Considerando A e Ф come 
le coordinate polari di un punto di un piano, é evidente che esiste una 


corrispondenza biunivoca tra le funzioni della suddetta classe ed i suoi 
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punti. A tale piano si dà il nome di kpiano dei fasori». | definendo come 


fasore() associato alla funzione (V.2.1) Ia quantità complessa: 
\ 2) Ü 


(V.2.2) RB : À ei Rio (o + Р SS X 


rappresentante un punto del pieno in coordinate polari. 

Il passaggio dalla generica funzione e(t) al corrispondente fa- 
sore( E, e viceversa,é immediato, come risulta dall'esame delle УЭТ) 
e (V.2:2) e dagli esempi seguenti. 


Esempio V.2.1 


Data la seguente funzione sinusoidale: 
e(t) = 5 sint 


determinare il fasore corrispondente. 


Occorre dapprima esprimere la e(t) nella forma (V.2.1); si ha: 


T 
e(t) = 5 cos (: ) 
2 


da cui si ricava: 


Esempio V.2.2 


Dato il seguente fasore: 
I E=3+i2 


ottenere la corrispondente funzione sinusoidole. 
Mettiamo dapprima E sotto forma polare, cioé: 


7 2 
jartag — 
E = {13е 3 


da cui si ricava: 


2 
e(t) = (13 cos (ы + artag 2) 
3 


Il valore di ор deve essere assegnato separatamente, in quanto non è dedu- 
cibile dal fasore. 


(1) - Per indicare il fasore a volte sono usati altri nomi, come «vettore simbolico» e 
« sinore ». 
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E possibile determinare un legame diretto fra la funzione e(t) 
ed il corrispondente fasore E, esprimendo la prima nel campo comples- 
so. Precisamente si ha: 

j(ogtt Ф) + Blu Mi Фф) 
(У.2. 3) e(t) = А соѕ (о + Ф) = А > 


Confrontando la (V.2.3) con la (V.2.2) si ottiene: 


E +E"> 


-jot 


јоу ё 
Ee 0 + ЕЖ 
2 


(У.2.4) e(t) = 


dove E* rappresenta il complesso coniugato del fasore E. Osservan- 
do inoltre che la (V.2.4) esprime la funzione e(t) come semisomma di 
due numeri complessi coniugati, si ottiene: 


] 


Le espressioni (V.2.4) e (V.2.5) sono i legami cercati fra il fa- 
sore E ela grandezza e(t) Tali legami hanno importanza fondamen- 
tale e verranno largamente utilizzati nel seguito insieme ad altre pro- 
prietà e nozioni, che verranno introdotte successivamente), 


t 


(V.2.5) |e(O-Re[E e^ 


V.2.2 - Legame fra il fasore dell'eccitazione ed il fasore della risposta 
in regime permanente. 


L'introduzione della nozione di fasore associatoad una grandez- 
za sinusoidale è particolarmente utile nella determinazione della rispo- 
sta di un circuito in regime permanente. Si consideri, infatti, un circuito 
al ie sia applicata un'eccitazione sinusoidale di pulsazione о del 
tipo (V.2.1), il cui fasore è dato, per quanto detto, dalla quantità (V. 2. 2). 
Supponendo di applicare tale eccitazione all'istante г = 0 e tenendo con- 
to dell'espressione (V.2.4), si ha nel dominio di Laplace: 


| Ee 0 Et e 0 
(V.2.6) E(s) = C [e (t) u ,(0] =ef 3 u o = 
FN IX > ES s 
4) | E) +- \ = 


(1) - La relazione (V.2.5) permette anche di stabilire le dimensioni fisiche che si pos- 
sono associare al fasore di una grandezza sinusoidale. [n particolare si deduce che o- 
gni fasore possiede le dimensioni fisiche della grandezza corrispondente nel dominio 
de! tempo. 
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Si noti che E/2 è il residuo della funzione E (s) nel polo | о, 
La risposta. del circuito nella variabile s ë di conseguenza;, 


(V.2. T) U(s)=F(s) | > E : E] 


s-joy 2 stjo, 


Limitando l'attenzione alla parte permanente di U(s), indicata 
con U. (s) è sufficiente considerare la parte dello sviluppo in frazio- 
ni i parziali riguardante i poli +; Wp Cioè: 


1 1 * 
(V.2.8) U (8) == LIA + SIE 
Р 2 $-je, 2 Sie, 


avendo indicato con U il doppio del residuo di U(s) nelpolo s =j o, 
La quantità U vale, tenendo conto della (V.2.7) 


1 
(V.2.9) U-2U(s) (s-jw,) =2F(s) —E =F(jw,)E 


з = јо в =} 


D'altra parte, antitrasformando l'espressione (V.2.8) si ottiene: 
jest ж -jegt 


(V.2.10) u (t) = ———— u (0 


da cui, confrontando con la (V. 2.4), si riconosce chela quantità pymes 


to detto consegue la proprietà: 


Proprietà V.2.1 - T un circuito lineare e permanente, limitatamente ai 
casi nei quali è possibile suddividere la risposta nella parte transitoria 
e nella parte permanente, la risposta aregime risulta isofrequenziale con 
Та funzione di eccitazione. Inoltre il fasore U relativo alla risposta è 
legato al fasore E dell'eccitazione tramite la relazione seguente: 


(V.2.11) U-F(jo)E 
dove Р (і) è il valore assunto dalla funzione di rete F(s) per s = 


= 19». 


La proprietà V.2.1 riveste importanza fondamentale nell'analisi 
dei circuiti in regime permanente. Da essa si puó trarre un metodo di a- 
nalisi. estremamente efficiente per calcolare direttamente la risposta a 
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У.2 


regime di un circuito, detto metodo dei fasori, che verrà sviluppato nel 


paragrafo seguente. 


Esempio V.2.3 


Determinare la risposta in regime permanente del circuito di fig.V.2.1. 


Fig. V.2.1 - Circuito considera- 

to nell'esempio V.2.3. I valori 

dei componenti sono: 

R=1,C=1,v (0) 22sin2t 
в 

410). О, Е, У) . 


Risolvendo il circuito nel dominio di Laplace, si ottiene: 


V (s) sRC 
V,(s) = RIED m. Ws) 
1 sRC+1 Ё 
В+ — 
sC 


La funzione di rete F(s) d'interesse risulta quindi: 


sRC s 
F(s) = ——a— = 
sRC+1 s+1 


Calcoliamo ora il fasore della funzione di eccitazione; si ha: 


п 
v (t) = 2sin2t = 2cos( 2‹--—) 
В 2 
da cui si ricava il fasore: 
т 
du 
V -2e =- |2 


Applichiamo la proprietà V.2.1; ponendo nella (V.2.11) s =ј а =) 2, si ottie- 


ne il fasore della risposta permanente: 


Vendo - у „Жү о. оја 
-F(jo = = -j = — -1 
а а. teri £ јот 5 


Per determinare l'andamento nel tempo della risposta in regime permanente 


MAG poniamo il fasore Vo in forma polare, cioè: 


Via 4 ejartag2 


P 
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Quindi si ottiene: 


vo(t) - cos (2t - artag2) 


5 


V.3 - Descrizione del metodo dei fasori. 


\ Il metodo per calcolare la risposta in regime .permanente,.. de- 
scritto nel paragrafo precedente, basato sulla proprietà V.2.1, puó esse- 
\re riassunto nel seguente procedimento: 


| Primo procedimento di analisi in regime permanente. 


1) Sostituire al circuito assegnato nel dominio del tempo il circuito nel 
dominio di s, supponendo nulle le condizioni iniziali. Ciò si ottiene ef- 
fettuando le seguenti sostituzioni: 


a) ad ogni resistore R un bipolo di impedenza. R; 
b) ad ogni induttore L un bipolo di impedenza sb A 
c) ad ogni condensatore C un bipolo di impedenza 1/sC. 


Non occorre effettuare esplicitamente la trasformata E (s) della funzione 
di eccitazione; 

2) Analizzare il circuito al fine di ottenere la trasformata U(s) della ri- 
sposta; 

3) Determinare la funzione di rete F(s) nel modo seguente: 

U (s) 

E (s) 

4) Verificare la validità del calcolo della risposta permanente. Tale ve- 
rifica consiste dei seguenti passi: 


(v3.1) Е (5) = 


а) la funzione Е (s) non deve avere poli nel semipiano destro o multipli 
sull'asse immaginario; 


b) la funzione F (s) puó avere poli semplici. sull'asse immaginario solo 


1 


se il circuito non contiene elementi! (attivi boh 


c) un eventuale polo di F (s) sull'asse immaginario, nel caso permesso, 
non deve coincidere con la quantità 1% corrispondente al polo della 
funzione di eccitazione; 


5) Calcolare la quantità: 
(V.3.2) FFG) 
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Tale calcolo è sempre possibile poiché, in base alla condizione 4) c la 


` 


funzione F(s) non è singolare nel punto s 2j c 
6) Determinare il fasore, E dell' eccitazione; 
7) Determinare il fasore U della risposta con la seguente espressione: 


(V.3.3) U-FE 


8) Determinare, a partire dal fasore U, l'andamento nel tempo della ri- 
sposta permanente con la (V.2.5). 


Il procedimento qui descritto, che risulta derivato dal metodo di 
analisi di Laplace e dalla proprietà V.2.1, permette non solo di determi- 
nare la risposta in regime permanente, ma anche di verificare se tale ri- 
sposta esiste effettivamente. Ovviamente se é già nota a priori la vali- 
dità per il circuito in esame della risposta permanente, il passo 4) pre- 
cedente puó essere omesso. 

E importante osservare che la quantità Е = Е (j с) è stata otte- 
nuta effettuando l'analisi nel dominio di s e ponendo successivamente 
S =} о. Si può però procedere in senso inverso e cioè porre subito s= 
-)а e successivamente analizzare il circuito. I risultati del calcolo 
sono chiaramente identici nei due casi, ma nel secondo caso si é otte- 
nuta una notevole semplificazione dei calcoli. In particolare, quando si 
analizza il circuito con il primo procedimento, é necessario in generale 
effettuare l'inversione di una matrice i cui elementi sono funzioni razio- 
nali di s, mentre con il secondo procedimento basta invertire una ma- 
trice i cui elementi sono numeri complessi. 

Il procedimento che si ottiene è il seguente: 


Secondo procedimento di analisi in regime permanente (metodo dei fasori). 
1) Detta о, Іа pulsazione del generatore, sostituire al circuito assegna- 
to nel dominio del tempo un circuito fittizio ottenuto nel modo seguente: 
a) sostituire ad ogni resistore R un bipolo di impedenza R; 

b) sostituire ad ogni induttore L. un bipolo di impedenza j esL; 

c) sostituire ad ogni condensatore С un bipolo di impedenza 1 /јо С; 


d) sostituire al generatore e(t) un generatore la cui grandezza impressa 
sia uguale al fasore E della funzione e(t); 


2) Analizzare il circuito risultante con i metodi usuali, tenendo conto 
chele grandezze elettriche sono rappresentate dai rispettivi fasori. De- 
terminare il fasore U della risposta; 
3) Passare nel dominio del tempo, determinando la funzione u(t) corri- 
spondente al fasore U con Ја (У.2.5)! 
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Il procedimento qui descritto é completamente differente dal me- 
todo di analisi secondo Laplace. La differenza principale consiste nel 
2 fatto che il circuito fittizio ottenuto al punto l)contiene dei bipoli la 

cui impedenza non è una funzione di s, ma è un numero complesso il 
cui valore dipende dalla pulsazione о, del generatore. In secondo luo- 
go Ie tensioni « e Ie correnti associate al circuito fittizio rappresentano, 
in base alla proprietà V.2.1, i fasori delle corrispondenti grandezze nel 
dominio del tempo e non più le loro trasformate di Laplace. 


Esempio V.3.1 


Determinare la risposta in regime permanente del circuito di fig. V.3.1 median- 


te il metodo dei fasori. 


< C 
Fig.V.3.1 - Circuito considera- PI + 
to nell'esempio V.3.1. I valori 
dei componenti sono: v OO R vo (e) 


К=1, C=1 , =, (0 = ` 
-2sin2c (Q, F, v) . r 


Sostituiamo al circuito di fig.V.3.1 il circuito fittizio di fig.V.3.2,il quale con- 
tiene i seguenti componenti: 
1) un generatore di tensione, la cui tensione impressa Ni è uguale al fasore corri- 


spondente alla funzione di eccitazione; si ottiene: 


Ys түр 411 


2) un bipolo la cui impedenza vale 1/j«9C al posto del condensatore; si ottiene: 


1 


jeg C 2 [7 


3) un bipolo la cui impedenza vale R=1 al posto del resistore. 


Fig. V.3.2 - Circuito trasfor- 
mato nel dominio dei fasori 
di quello di fig.V.3.1. 


Nel circuito di fig. V.3.2 tutte le grandezze elettriche rappresentano i fasori 
delle corrispondenti grandezze relative al circuito reale nel dominio del tempo. Si può 


1 b š 
— =-j — алынса = 
j2 
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quindi risolvere il circuito con i metodi usuali. Il fasore | della corrente vale: 
re 9 A 
> & 4 > 2 j 
> | 1 = 
: 1 
i, Lege 
= fi 2 < 


Il fasore della tensione di uscita ë: 
-2j 4 _ 4 


1-j— | / E 
2 \ V 
Il risultato ottenuto è ovviamente identico a quello dell'esempio V.2.3, dove 


l'analisi è stata effettuata con un altro procedimento. 


Osservazione V.3.1 


Il procedimento di analisi basato sul metodo dei fasori risulta in generale più 
semplice rispetto al primo procedimento descritto nel presente paragrafo. Ciò è dovuto 
al fatto che viene evitato il calcolo dell'espressione della funzione di rete nella varia- 
bile s, determinando direttamente il valore che tale funzione assume in corrisponden- 
za alla pulsazione del generatore. 

E tuttavia necessario mettere in evidenza il fatto che, accanto a tale vantag- 
gio, il metodo dei fasori presenta lo svantaggio di non permettere di verificare la vali- 
Яка del regime permanente del circuito. Infatti, non essendo nota l'espressione anali- 


tica della funzione di тете F (s), non risulta possibile effettuare la verifica indicata al 


punto 4) del primo procedimento di analisi in regime permanente. Si può andare incon- 


tro di conseguenza ai seguenti inconvenienti: 


1) Caso dei circuiti contenenti elementi attivi. Tali circuiti possono o meno essere 
stabili a seconda della loro costituzione. Il calcolo effettuato mediante il metodo dei 
fasori perde di validità nel caso di circuiti non stabili. Purtroppo nelcorso dello svol- 
gimento dei calcoli non è presente alcun passaggio che permetta di accertare tale e- 
ventualità. 


2) Caso dei circuiti passivi. Tali circuiti sono sempre stabili, anche in presenza di 
del. ОА d s è 


poli sull'asse immaginario. Il calcolo effettuato mediante il metodo dei fasori perde di 
validità solo se un polo della funzione di rete coincide con il polo della funzione di 
eccitazione. Nel corso dello svolgimento dei calcoli, tale eventualità viene evidenzia- 
ta dalla presenza di una operazione di divisione con divisore nullo. In conclusione si 
può affermare che il metodo dei fasori può essere applicato solo quando è notaa prio- 


ri la validità dell'analisi in regime permanente per il circuito in esame. 
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Esempio V.3.2 


Determinare con il metodo dei fasori la rispostapermanente del circuito di fi- 


gura V.3.3 (il generatore v, Š controllato dalla corrente i). 


Fig.V.3.3 - Circuito conside- 
to nell'esempio V.3.2. I va- 
lori dei componenti sono: 


C-1 , vj(t)=2cost , 
v =3i СЕ, V.) s 


Applichiamo il metodo dei fasori. Il circuito fittizio associato a quello di fi- 


gura V.3.3 è quello di fig.V.3.4, in cui V, è il fasore della tensione impressa dal ge- 
neratore indipendente e vale: 


Fig. V.3.4 - Circuito trasfor- 
mato nel dominio dei fasori 
di quello di fig.V.3.3. 


Inoltre si ha: 


1 
5355) ; Nac 
jeg C 
Dalla fig.V.3.4 si ottiene: 
Vit V. M 
Е -1(2%У.)-1(2%31) 
21 
Perciò risulta: 
12 
1-13) -12 : 1:2 E 
Lea 
Si ha quindi: 
2 2 ; 
Уже) ре ---(1%)%9 
1-13 10 


da cui si раб ricavare facilmente l'andamento nel tempo della tensione di uscita. 
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Si puó notare che il circuito assegnato contiene un elemento di tipo attivo (il 
generatore controllato) e quindi potrebbe essere instabile. Per verificare ciò, calcolia- 
mo nel dominio di Laplace l'espressione della funzione di trasferimento fra la tensione 
di ingresso e l'uscita considerata. Il circuito nel dominio di Laplace è quello mostrato 


in fig. V.3.5. Per tale circuito si ha: 


I(s) = [v (s) + V. (s)] sC 


Essendo: 
У„(в) = 31(s) 


e sostituendo il valore della capacità,si ottiene: 
Is) = [V,(s) + 31()] s 


Da cui risulta: 


Fig.V.3.5 - Circuito trasfor- 
mato nel dominio di s di 
quello di fig.V.3.3. 


Quindi la funzione di rete cercata ë: 


Vats) 1 


"I 


F(s) = —— — 
V (s) 1-35 


Poichè la funzione F(s) possiede un polo nel semipiano destro di s, il cir- 
cuito e di tipo instabile. Di conseguenza la risposta di tale circuito risulta crescente 
nel tempo e quindi non è fisicamente valida la suddivisione di tale risposta nelle parti 
transitoria e permanente. 

L'applicazione del metodo dei fasori, nel presente esempio, ha quindi condot- 
to ad un risultato non corretto, poiche l'andamento della risposta, determinato con tale 
metodo, non ha alcun riferimento con il fenomeno fisico che si svolge nel circuito in e- 
same. É bene notare che, dal punto di vista formale, i calcoli effettuati durante lo svol- 
gimento del procedimento di analisi con il metodo dei fasori sono del tutto corretti. Ció 
mette in evidenza il fatto che tale metodo deve essere adoperato con cautela nel caso 


dei circuiti contenenti elementi attivi. 


V.3 Descrizione del metodo dei fasori 407 


Esempio V.3.3 


Determinare con il metodo dei fasori la risposta permanente del circuito di fi- 


gura V.3.6. 


Fig.V.3.6 - Circuito considera- 
to nell'esempio V.3.3. I valori 
dei componenti sono: i (e) | C 

М 


E-2,L-1;51€2-0,25, 
i(t) = біл2е (Q,H,F, A, V). 


Utilizzando il metodo dei fasori, essendo: 
Wo) > 2 | =-j 


si ottiene il circuito fittizio di fig. V.5.7. Applicando il metodo dei nodi si ha la se- 


guente equazione: 


Da tale equazione non è possibile determinare il valore del fasore incognito 
Vo, in quanto il coefficiente moltiplicativo di У, è nullo. 

Per trovare la causa di tale risultato è necessario considerare il circuito as- 
segnato in maggiore dettaglio. Si può senz'altro dire che tale circuito è stabile in quan- 
to non contiene elementi attivi. Tuttavia la funzione di rete potrebbe avere dei poli sul- 
l'asse immaginario della variabile s, avendo supposto per semplicità i componenti 
reattivi privi del tutto di perdite. Per verificare ciò consideriamo il circuito fittizio nel 


dominio di Laplace mostrato in fig.V.3.8. Per tale circuito si ottiene: 


1 2 
V,(s) I „== = 1(в) S". 


s 


Fig.V.3.7 - Circuito trasfor- 
mato nel dominio dei fasori 
di quello di fig.V.3.6. 


Vs tS) 4s 


F(s) = m E 
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Fig. V.3.8 - Circuito trasfor- 
mato nel dominiodi Laplace 
di quello di fig.V.3.6. I(s) | (CY 

Du 


ed ha i poli sull'asse immaginario per: 


Sọ 7tj2 


Tali poli coincidono con i poli della funzione di eccitazione e quindi non ri- 
sulta possibile la suddivisione della risposta nelle parti transitoria e permanente, co- 


me detto in precedenza. 


V.4 - Metodo grafico dei fasori. 


Quando si considera il regime permanente sinusoidale, tutte le 
grandezze elettriche presenti in un circuito hanno un andamento nel tem- 
po di tipo sinusoidale e sono isofrequenziali. Il comportamento del cir- 
cuito puó essere descritto utilizzando i fasori associati a tali grandez- 
ze. Poiché d'altra parte ogni fasore, essendo una quantità complessa, 
puó essere rappresentato come un vettore nel piano dei fasori, l'analisi 
dei circuiti in regime permanente viene spesso effettuata considerando 
la disposizione di tali vettori nel piano complesso. 

Il presente paragrafo é dedicato ai metodi che si basano su que- 
ste considerazioni e che verranno indicati con il nome di metodi grafici. 
Occorre fare attenzione che tutto quanto sarà detto, é valido nell'ipote- 
si che nel circuito in esame sia effettivamente presente un regime di ti- 
po permanente. Tale ipotesi sarà considerata sempre verificata, salvo e- 
splicito avviso contrario. | 


V.4.1 - Interpretazione grafica del legame fra le grandezze nel tempo ed 
i fasori. 


Si considerino le relazioni (V.2.4) e (V.2.5), cherappresentano il 
legame fra un fasore E e la corrispondente grandezza nel tempo e (t). 
Tali relazioni possono essere facilmente interpretate per via grafica. 

Consideriamo dapprima la relazione|(V.2.5)] che riportiamo di se- 
guito per comodità: ditas 
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jest, | 
\e( = Re ГЕ 4%) | 
i E 
i L'espressione (V. 4.1) implica due passi: il primo consiste nella 
{ moltiplicazione del fasore E рег la quantità ei‘; il secondo nell'o- 
| peratore «parte reale ». Effettuando il primo passo si ottiene un nuovo 
' vettore F, definito come segue: 


(У.41) 


jænt 
(V.4.2) F=Ee 2? 

Il vettore F prende il nome di vettore rotante \associato alla 
grandezza e(t). Graficamente tale vettore si può rappresentare nel mo- 
do indicato nella fig. V.4.1 nel piano dei fasori. 


Fig.V.4.1 - Rappresentazione 
grafica del vettore F=E e? oh 


=. successivamente l'operazione « parte reale » sul vet- 
tore rotante F, si ottiene, in base alla (V.4.1), la grandezza sinusoida- 
ile. Vale ale perciò | la seguente interpretazione grafica di detta relazione. 


Proprietà V.4.1 - «La grandezza sinusoidale e(t) è uguale alla proie- 
zione sull'asse reale del vettore rotante associato al fasore della gran- 


dezza stessa». 


La proprietà V.4.1 è illustrata nella fig. V.4.2. 


Fig.V.4.2 - Rappresenta- 
zione grafica della pro- 
prietà V.4.1. 


e(t) 


In alcuni casi é utile interpretare graficamente anche l'espres- 
sione (V.2.4), che riportiamo per comodità: - 


(V.4.3) = - [Ea E pere 
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In base alla relazione (V.4.3), la tensione e(t) èugualealla se- 
misomma di due vettori coniugati. Il primo è il vettore rotante F; il se- 
condo è il vettore coniugato F*. Quest'ultimo vettore può essere inter- 
pretato come un vettore che ruota in senso orario (opposto a quello di F) 
al crescere del tempo. 

Queste considerazioni sono interpretate graficamente nella figu- 
ra V.4.3. 


Da V.4.3 - Interpretazio- 
a della relazio- 


V.4.3). 


E e £ È e - We rS 


è а BU ç 


V.4.2 - Interpretazione grafica dei legami fra i fasori delle grandezze e- 
lettriche relative ai singoli componenti elementari; 


Si consideri una grandezza sinusoidale e(t), il cui fasore sia 
E. Se si effettua la derivata rispetto al tempo di e(t), cioè de/dt, ta- 
le nuova grandezza é ancora sinusoidale isofrequenziale con la e(t) e 
quindi caratterizzata da un fasore, che possiamo ottenere derivando ri- 
spetto al tempo ambo i membri della (V.4.1). Si ottiene: 


РА іші 
(V.4.4) qp = Ве ўе) Е е 47 
- 
Quindi il fasore cercato è | (јо, RG 
Ricordando che | -еіт/?, si può enunciare la seguente pro- 
prietà: ss 


Proprietà V.4.2 - Data una grandezza sinusoidale e(t), il cuifasore è E, 
il fasore relativo alla derivata de/dt, ha un modulo pari ad w JE | edë 
ruotato rispetto ad E di 90° in senso antiorario, come illustrato in fi- 


gura Vat 


Utilizzando la proprietà V.4.2 si ottengono facilmente le relazio- 
ni fra i fasori della tensione e della corrente, relativi al resistore. alio 
induttore ed al condensatore riportati in tabella V.4.1. 


(1) - La proprictà V.4.2 si enuncia spesso dicendo che il vettore јо E è in anticipo 
di fase di 90° нерее ad E. Tale enunciato è conseguenza del fatto che il vettore r- 
tante associato alla derivata precede di 90° il vettore rotante associato ad 
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Fig.V.4.4 - Legame tra il 
fasore E di una grandez- 
za sinusoidale ed il faso- 
re G della sua derivata 
rispetto al tempo. 


Tabella V.4.1 - Relazione tra i fasori della tensione e della corrente per 
gli elementi ideali resistore, induttore e condensatore. 


Resistore 


(resistenza R) 


Induttore 
(induttanza L) 


Condensatore 


(capacità C) 


V.4.3 - Interpretazione grafica delle leggi di Kirchhoff nel piano dei fasori. 


L'operazione di passaggio dal fasore alla relativa funzione del 
tempo è lineare, in quanto basata sull'operatore «parte reale », come ri- 
sulta dalla (V.4.1). Ciò implica la seguente proprietà: 


Proprietà V.4.3 - «Una combinazione lineare di funzioni sinusoidali iso- 
frequenziali è una funzione sinusoidale di frequenza uguale а quella del- 
le funzioni componenti. П fasore di tale. funzione si ottiene sostituendo 


nella combinazione Tineare alle funzioni componenti i relativi fasori». 
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Una situazione particolare si verifica quando la combinazione li- 
neare che si sta considerando è identicamente nulla, come accade ad e- 
sempio quando si applicano le leggi di Kirchhoff. in conseguenza della 
proprietà V.4.3, i fasori relativi alle tensioni di una maglia o alle cor- 
renti di un taglio di un circuito hanno somma algebrica ugualea zero. Di 
conseguenza tali fasori possono essere rappresentati nel piano comples- 
so per mezzo di una linea poligonale chiusa come mostrato in fig. V.4.5. 


b) > 


Fig.V.4.5 - Interpretazione grafica delle leggi di Kirchhoff: a) caso della 
prima legge; b) caso della seconda legge. 


Esempio V.4.1 


Determinare con il metodo grafico l'ampiezza e la fase della seguente funzio- 


ne sinusoidale: 
f(t) = cos2t + 3 sin2t 


Nel piano dei fasori si possono 
individuare facilmente i fasori relativi ai 
due addendi della funzione f (t). Il fasore 
F della funzione f(t) è quindi pari alla 
somma dei due fasori (fig.V.4.6). 

Risulta: 


F-1-3j 


e quindi: 


t() = 410 cos Qt - artag 3) Fig.V.4.6 - Esempio У.4.1. 
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Esempio V.4.2 


Doto il circuito di fig. V.4.7 determinare con il metodo grofico le tensioni e le 
correnti in tutti i suoi rami. 


Fig. V.4.7 - Circuito considerato 
nell'esempio V.4.2. I valori dei 
componenti sono: 

I=1+j ; 1571-j ;R=1; 


ogL=1;09C=2 (А, 0). 


Riportiamo nel piano dei fasori il diagramma delle correnti nei vari rami del 


circuito; tale diagramma si ottiene immediatamente applicando la prima legge di Kirch- 


hoff al nodo B (fig.V.4.8). 


Fig.V.4.8 - Legame tra i faso- 
ri delle correnti che entrano 
nel nodo B delcircuito di fi- 
gura V.4.7. Le correnti sono e- 
espresse in ampere. 


Il diagramma delle tensioni nel piano dei fasori si рио ottenere dalle correnti 
già determinate e dalle definizioni dei componenti, come mostrato in fig. V.4.9,dove con 
ME Vo Vn sono state indicate le tensioni ai capi rispettivamente dell'induttore, del 
condensatore e del resistore, con Тал е Уо le tensioni ai capi dei generatori di cor- 
rente. Si noti che il nodo A è stato preso come riferimento e quindi il fasore della re- 
lativa tensione è l'origine del piano dei fasori. Si può anche notare che ildiagramma di 
fig.V.4.9 è equivalente al grafo del circuito considerato. 


Fig.V.4.9 - Legame tra 
i fasori delle tensioni 
del circuito di figura 
V.4.7. 
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Esempio V.4.3 


Dato il circuito di fig. V.4. 10 determinare con il metodo grafico le tensioni е 
le correnti di tutti i suoi rami. 


Fig.V.4.10 - Circuito considera- 
to nell'esempio V.4.3. I valori 
dei componenti sono: 


Vin], У,-1-і, V4 7-3, R=1 
ш.-1,шС-і, (V, Q, H, F) 


Riportiamo nel piano dei fasori (fig.V.4.11) il diagramma delle tensioni; tale 
diagramma si ottiene immediatamente, osservando che i generatori di tensione sono po- 
sti su un albero del circuito. 


Fig.V.4.11 - Diagramma 
dei fasori delle tensioni 
del circuito di fig. V.4.10 
(V). 


Dal diagramma di fig.V.4.11, in base alle definizioni dei componenti ed alle 
leggi di Kirchhoff relative ai nodi D, C e B si possono ottenere le correnti nei rami 
lel circuito (fig.V.4.12). 


Fig.V.4.12 - Diagramma 

dei fasori delle correnti 

del circuito di fig. V.4.10 
A). 
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Osservazione V.4.1 


Gli esempi V.4.2 e V.4.3 mostrano che in alcuni casi un circuito in regime 
permanente sinusoidale può essere risolto utilizzando il metodo grafico. Ciò non vale 
in generale, in quanto per l'analisi di un circuito è usualmente richiesta l'utilizzazio- 
ne di uno dei metodi visti precedentemente (metodo delle maglie, dei nodi o dei tagli) 
e quindi la soluzione di un sistema di equazioni lineari a coefficienti complessi.Inque- 
sti casi il diagramma delle tensioni e delle correnti del circuito nel piano dei fasori 
può essere ottenuto solo dopo aver analizzato nel modo detto il circuito; tali diagram- 
mi sono ancora utili per mettere in evidenza le relazioni di ampiezza e di fase fra le 


varie grandezze elettriche. 


Osservazione V.4.2 


| In alcuni casi, nelle applicazioni, si fa uso di rappresentazioni grafiche su un 
lipiano complesso diverso da quello dei fasori) Tale piano è il piano delle impedenze,ov- 
|Мего il piano delle ammettenze.|Ció è possibile in quanto, in regime permanente, l'im- 


pedenza o l'ammettenza di un bipolo è identificabile con un numero complesso; Nel ca- 


so del piano delle impedenze, l'asse reale prende il nome di asse delle resistenze 


OE onere 
mentre l'asse immaginario prende il nome di asse delle reattanze. Nel caso del piano 


delle ammettenze, tali assi vengono detti rispettivamente, asse delle conduttanze ed 


asse delle suscettanze. 


V.4.4 - Primo esempio tipico di applicazione dei metodi grafici: i siste- 


meroct 
mi trifase. == 


— 


Si consideri il circuito di fig.V.4.13 composto da tre generatori 
di tensione Е, E,, E, etre impedenze di carico (Z, j Z) (Z). Tale cir- 
cuito prende il nome di sistema trifase; in к í Nodi a, b, c pren- 
dono il nome di fasi e le tre tensioni E,, Е,, E, prendono il nome di 
tensioni stellate. Il primo problema che riguarda © un sistema trifase è 
quello di determinare Te tensioni tra le due fasi, dette tensioni concate- 
nate. Tale problema si risolve individuando il diagramma delle tensioni 
nel piano dei fasori (fig. V.4.14). | 

Le tensioni concatenate sono rappresentate in modulo e fase dai 
vettori corrispondenti ai lati del triangolo (a, b, c). Si noti che il rife- 
rimento è stato preso coincidente con il nodo I, detto centro-stella re- 
lativo ai generatori. 

Un secondo problema riguarda il carico, rappresentato in figura 
V.4.13 dalle tre impedenze Z, Z, е Z, dispostea stella. Si tratta di 
determinare la tensione del nodo 2 centro-stella del carico, riferita al 
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Fig.V.4.13 - Sistema trifase con generatori a stella. 


Fig.V.4.14 - Determina- 
zione delle tensioni con- 
catenate da quelle stel- 
late (V). 


nodo di riferimento 1. Tale problema si risolve facilmente utilizzando il 
metodo dei nodi e precisamente esprimendo l'equazione di equilibrio del- 
le correnti uscenti dal nodo 2. Detta Е la tensione incognita di que- 
sto nodo, rispetto al nodo 1, si ha: 

(V.4.5) E (Y upya TILES Y PE *TIB 90 

dove Y , Y, Y, sono le ammettenze рагі all'inverso delle impedenze 
Z, 4, Z,. Dall'equazione (V.4.5) si ottiene: 


ҮКЕ, * Y, E, "TY E. 
(V.4.6) E |= = 
қ Y +Y +Y. 


Riportando E, nel piano dei fasori,si ottiene il diagramma com- 
pleto delle tensioni del circuito trifase (fig. V. 4. 15). In particolare da ta- 
le diagramma si possono determinare le tensioni E°, Ej, E', relative ai 
tre bipoli che rappresentano il carico. 

Il diagramma delle correnti deriva immediatamente da quello del- 
le tensioni, essendo note le impedenze di carico. 

Il sistema trifase viene a volte assegnato in forma differente da 
quella qui descritta. Si consideri il circuito di fig. V. 4. 16, in cui il siste- 
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ma trifase dei generatori costituisce un triangolo invece di una stella 


come in fig.V.4.13. Per la legge di Kirchhoff applicata alla maglia dei 
generatori, deve essere(!): 


(V.4.7) Vb + Vie *Y =: 0 


Fig.V.4.15 - Derivazione delle tensioni di carico. 


П diagramma delle tensioni può essere anche in questo caso de- 
terminato facilmente, come mostrato in fig. V.4.17, in cui il nodo c vie- 
ne preso come nodo di riferimento. 


Fig.V.4.16- Sistema trifase con generatori collegati a triangolo. 


[n questo caso la tensione E, del nodo 2 (centro-stella del cari- 
co) si può determinare con la seguente equazione di equilibrio: 


(1) - In molti casi invece di assegnare le tensioni concatenate in modo completo, viene 
dato soltanto il loro modulo. In tal caso il sistema trifase si può determinare per mez- 
zo del triangolo delle tensioni concatenate, sotto la condizione di esistenza di tale 


triangolo (ciascuna tensione deve essere in modulo maggiore della differenza e minore 
della somma dei moduli delle altre due). 
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(V.4.8) E, (Y aE Yu TY.) +; LS ^ Via =0 
da cui: 
Y, Vio” т, Vaa 
(V.4.9) E = -------- 
x i A 


Il diagramma delle correnti risulta indeterminato,in quanto la cor- 
rente che scorre nella maglia formata dai generatori è arbitraria. Fissa- 
ta tale corrente il diagramma si ottiene facilmente. 


Im 


Fig.V.4.17 - Diagramma delle tensioni dei generatori del sistema trifase di fig. V.4.16. 


In altri casi anche il carico é assegnato con disposizione a trian- 
golo (anziché a stella come in fig. V.4.16). Si può dimostrare in generale 
che le disposizioni a stella o a triangolo di un carico trifase sono equi- 
valenti, essendo riconducibili le une alle altre mediante opportune tra- 
sformazioni circuitali, come vedremo nel $ VII.3. 

Particolarmente importanti, nelle applicazioni, sono quei siste- 
mi trifase in cul il triangolo delle tensioni ed il triangolo delle correnti 
presentano particolari proprietà di simmetria. Alcuni di questi casi sa- 
ranno trattati successivamente nell'appendice V.A. 


V.4.5 - Secondo esempio tipico di applicazione del metodo grafico: il 
circuito a scala. 


Il circuito a scala,rappresentato in fig. V.4.18, è particolarmente 
indicato per l'applicazione del metodo grafico di analisi, quando. inte- 
ressi il legame tensione di uscita-tensione d'ingresso. In questo caso 
infatti é sufficiente supporre nota la tensione di uscita e risalire per via 
grafica alla tensione d'ingresso. A questo scopo, posto V,—1,si calco- 
lano per via grafica i seguenti fasori (fig. V.4.19). 
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Fig.V.4.18 - Circuito a scala. 


(V 4 10) А = n. : V. 
iv Y "Rz з. 
Tali fasori corrispondono alla tensione e alla corrente relative 
alla sezione n-esima del circuito a scala (fig.V.4.18). Si può ora proce- 
dere al calcolo della tensione e della corrente nella k-esima sezione a 
partire da К —n-1 fino a k=1, procedendo dal fondo del circuito verso 
la sezione iniziale. Il passo generico di tale procedimento, illustrato in 
fig. V.4.20, consiste nelle seguenti operazioni: 


k 1.1 
(V.4.11) LOMA y Z S 


+ Ta MOT 


con. k-n-1, n-2,..., 2, 1 


Fig. V.4.19 - Interpretazione grafica delle (V.4.10). 
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Tale procedimento permette di determinare tutte le tensioni e le 
correnti del circuito, compresa la tensione del generatore che risulta pa- 
ri alla tensione V, di fig. V.4.18; cioè si ha: 


(V.4.12) V =V, 


Fig.V.4.20 - Interpretazione grafica delle (V.4.11). 


Fig.V.4.21 - Esempio di applica- 
zione del metodo grafico per l'a- 
nalisi di circujti a scala. I valo- 
ri sono in V, M. 


Poiché il calcolo grafico é stato fatto ponendo  arbitrariamente 
V,=1, il valore di Y ottenuto tramite la (V.4.12) rappresenta in effet- 
ti il rapporto V, /V,. Pertanto il valore effettivo di V, si ottiene divi- 
dendo per questa quantità, determinata per via grafica, il fasore asse- 


gnato della tensione di ingresso ). 
Nelle figure V.4.22 viene risolto mediante il metodo grafico il 


circuito a scala indicato in fig. V.4.21. 


(1) - П metodo qui descritto ed in particolare le formule ricorrenti (V.4.11) costituisco- 
no un procedimento molto efficiente per l'analisi automatica di circuiti a scala. 
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Fig.V.4.22 - Risoluzione grafica del circuito di fig.V.4.21; 
a) diagramma delle tensioni; 
b) diagramma delle correnti. 


V.5 - Potenza ed energia in regime permanente sinusoidale, 


L'analisi degli scambi di energia tra i componenti in regime per- 
manente sinusoidale richiede l'introduzione di grandezze opportune, in 
quanto sia la potenza sia l'energia variano nel tempo, essendo le gran- 
dezze elettriche presenti variabili sinusoidalmente nel tempo. Per le va- 
rie applicazioni dei circuiti occorre avere a disposizione i mezzi per mi- 
surare gli aspetti che più interessano, quali il valore medio dell'energia 
fornita od assorbita, il valore medio dell'energia scambiata con gli ele- 
menti accumulatori di energia. Nel presente paragrafo definiremo le gran- 
dezze piü usate per raggiungere questi scopi, fornendo contemporanea- 
mente le formule che le collegano ai fasori delle grandezze elettriche 
presenti nel circuito. 


V.5.1 - Espressione della potenza istantanea in regime permanente, 


Si consideri un bipolo alimentato da un generatore (fig.V.5.1). Sup- 
poniamo, senza perdita di generalità, che il generatore sia di tensione e 
che l'impedenza del bipolo sia Z. Nel dominio del tempo, dette v(t) ed 
i(t) la tensione e la corrente ai capi del bipolo (con i versi scelti come 
in fig.V.5.1) è noto che la potenza p(t) ceduta in ogni istante t dal ge- 
neratore al bipolo è: 


(V.5.1) | p() = «(0 10) 
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Tale quantità, che si misura in watt, viene detta potenza istan- 
tanea assorbita dal bipolo. n 
i Та regime permanente sinusoidale, le grandezze v(t) e i(t) hanno 
entrambe andamento sinusoidale isofrequenziale| Detta c, la pulsazio- 
Hue ` 


(У.5.2) v = Vel 


(V.5.3) I = Le ` 


Fig.V.5.1 - Situazione considerata per (D 
la definizione della potenza istanta- у 
пеа. 


i fasori rispetti vamente della tensione e della corrente, ricaviamo un'e- 
spressione della potenza istantanea nella quale compaiono in modo e- 
splicito i suddetti fasori. A tale scopo utilizziamo i legami del tipo del- 
la (V.2.4), che sono riportati qui di seguito per comodità: 


Bipolo di 
impedenza 
7; 


(V.5.4) v(t) = [V é or L v* eu 


1 
2 
(V.5.5) i(t) -5 [e Де? о] 


Sostituendo le espressioni (У.5.4) e (V.5.5) nella (V.5.1) si ot- 
tiene: 


p(t) -1 [V e^o" 4 y* Пе Ге = 
(V.5.6) 


212 


EIU eve [vie Қам ТТЫ a 


4 


Osservando che i termini ottenuti sono а due a due complessi co- 
niugati, si ha: | 


py 


(V.5.7) p(t) = Z Re [v 1) +e [Vie 
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La (V.5.7) é l' espressione cercata: essa consiste della somma 
di due termini, di cui il primo non dipende dal tempo, ed il secondo è di 
tipo sinusoidale con pulsazione uguale a 2@,. Та(У.5.7) costituisce il 
punto di partenza di tutte le considerazioni successive. ‘Analizziamo in 
dettaglio i due termini che la compongono. : 


N 
V.5x2 - Potenza attiva.| 
Il significato del termine costante della potenza istantanea p(t); 
si può ottenere facilmente esplicitando l'espressione (V.5.7) nel modo 
seguente: 


1 
(V.5.8) p(t) = — Re [VI] + gj Vl cos Qost + o, +Ф) 


юрке 


Riportando in funzione del tempo l' ándamento di p(t) si ottiene 
un diagramma del tipo indicato in fig. V.5.2. Tale andamento mostra che 
la potenza p(t) varia sinusoidalmente con pulsazione 2c, ed ha un va- 
lore medio uguale al termine costante della (V.5.7), cioè: 


(V.5.9) | P = > Re ҮШ 


Fig.V.5.2 - Andamento nel tempo della potenza istantanea. 


La grandezza P,, che rappresenta la potenza ceduta in media al 
bipolo di carico dal generatore, viene detta potenza attiva e viene misu- 
rata in watt (multipli: kilowatt; sottomultipli: milliwatt, microwatt). 


La potenza attiva implica quindi una media della potenza istantanea da effet- 


tuarsi su un opportuno intervallo di tempo. À questo riguardo occorre osservare che se 
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l'intervallo di tempo in questione non e scelto bene, il valore medio risultante ё diver- 


so dalla potenza attiva. Due scelte tipiche che forniscono i risultati voluti sono: 


1) intervallo di tempo uguale ad un multiplo intero N di semiperiodi delle grandezze e- 


lettriche. Il valore medio della potenza istantanea è: 


T T 

a I m 1 m ӨРІСІ! 

p(t) = — p(t) dt = — — Re [VI]+—VI cos(2w t +@ +0.) (4: = 
E T 2 2 gr m М 
m“ 0 m 90 


(V.5.10) 


" 1 VI 
=—Re [vr]l+— —— >T [4а (20 T +ф 409) - зіп(ф +9.)] 
2 2 T o 0 m v i v i 
m 0 
Poiché per ipotesi T. ё uguale a Мт/а , №1, 2, 3,... il contributo del termi- 


ne variabile della potenza istantanea è nullo. Quindi il valore medio è in questo caso 


proprio la potenza attiva; 


2) dibteradia di tempo i grande. Il contributo del termine variabile della po- 


tenza istantanea vale: 


1 vi 
(V.5.11) lim = sin (2w T * Q +Q@.)— ѕіп(ф *9)] =0 
Tn >o 2 2 T 0 m v i v i 


Perció anche in questo caso il valore medio della potenza istantanea coincide 
con la potenza attiva. 

^ + . B B . 

E evidente che se si effettua la media della potenza p(t) su intervalli di tempo 


che non rientrano nei due casi precedenti, si ottiene un valore medio differente da P, 


poiché in tale caso il termine variabile dà un contributo diverso da zero. 


L'espressione (V.5.9) della potenza attiva P, può essere esplici- 
tata in base alle espressioni (V.5.2) e (V.5.3) in modo che compaiano i 
‘valori dei moduli e delle fasi di V ed l. Si ottiene: 


l l 0, 3 
(V5.2 Р, = 2 Ве [VIP] =— Re [Ve Те) =—VIcos(o,- 9) 


Detto ® l'angolo di sfasamento della tensione rispetto alla cor- 


rente: — 
(V.5.13) Ф=јф- 9 \ 
si ha: Eee TI == 


] | 
(V.5.14) ES r A | 
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La quantità cos prende il nome di « fattore di potenza», Si vede chiaramente 
da questa espressione che la potenza attiva dipende in modo notevole dallo sfasamen- 
to tra corrente e tensione. In particolare può accadere che anche con valori grandi del- 
la tensione e della corrente si abbiano valori piccoli di potenza attiva a causa di uno 
sfasamento tra le due grandezze elettriche vicino a 90°. Tale constatazione è di fon- 
damentale importanza nella trasmissione dell'energia clettrica e rende chiara la neces- 


sità dell'azione di «rifasamento» che si opera in tali casi (cfr. esempio V.5.3). 


La presenza del coefficiente 2 nella (V.5.}4) viene usualmente 
resa superflua mediante l'utilizzazione dei «valori efficaci» delle gran- 
dezze sinusoidali. Si definiscono come valori efficaci della tensione e 
della corrente le seguenti quantità: 


1 1 
(V.5.15) V , === lose 


e ff {> eff р 


In termini efficaci la potenza attiva assume la forma: 


(V.5.16) P. =V ¿L соз? 


Altre espressioni equivalenti della potenza attiva si ottengono, 
tenendo conto del legame tra tensione e correnteimposto dal carico. Pre- 
cisamente si ha: 


l 1 
(V.5.17) P, = Re [2111 = = Re [Z]1?= Re.[Z] 12, 


(V.5.18) P 


I | 
5 Re [(Yvv*]- 2 Re[Y] V? -RelY] Vi, 


Da queste espressioni si deduce che la potenza . attiva dipende 


solo dalle parti reali dell'impedenza e dell'ammettenza.| 


V.5.3 - Potenza complessa e potenza reattiva. 


La potenza attiva definita in precedenza non fornisce alcun ele- 
mento di valutazione del termine variabile nel tempo che appare nell'e- 
spressione (V.5.7) della potenza istantanea. Occorre perció introdurre 
ulteriori grandezze. Per raggiungere questo scopo è opportuno trasforma- 
re preventivamente il termine suddetto, in modo che in esso compaia e- 
splicitamente la potenza attiva, cioé: 
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4 Xt 
el 


l зә 1 j9 jlo t+, 
80 =3 Re [VI e УТ — Re yg remet = 


(V.5.19) 


1 ж 2 Pi) ШҮЙ! 
= — Re[v(* енен, УГО 


N 


avendo indicato con 0, , l'argomento ‹ del fasore della corrente. La quanti- 
tà p, (t) é di tipo sinusoidale con pulsazione 209; ad essa può essere 
[associato il fasore; 


— nter 


1 
(V.5.20) P ---УІ 


Il fasore P, prende il nome di «potenza « complessa» e svolge un 
. ruolo importante жеп! terizzazione dei ci circuiti i in regime permanen- 
te sinusoidale, come vedremo successivamente. Il modulo di Lo che 


coincide con l' 'ampiezza | della quantità P. (t), prende il nome di « poten- 
za apparente v e vale: „== 


= 


(V.5.21) Po Yd 


La potenza apparente, che si misura in voltampere, ha interesse in quei casi in 
cui occorre conoscere contemporaneamente l'ampiezza della tensione e della corrente 
per valutare globalmente l'impegno che ne deriva per l'apparecchiatura che si sta con- 
siderando. Infatti in una macchina elettrica la complessità dell'isolamento e dei circui- 
ti magnetici è proporzionale all'ampiezza deila tensione e la complessità degli avvolgi- 
menti è proporzionale all'ampiezza della corrente. Perciò in questo caso la potenza ap- 
parente fornisce una misura della complessità della macchina stessa. È interessante 


osservare che la potenza apparente non è mai inferiore alla potenza attiva, cioè: 


(V.5.22) P 2р 


Sviluppando il termine (V.5.19) si ottiene: 


р,(0) = > Re [VI] cos(20,t+29,) 
(V.5.23) 


1 
jm [VI^] sin (22% t + 29.) 
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I due termini in cui risulta suddivisa la parte vartabile della po- 
tenza istantanea hanno un significato fisico preciso, anche se sono sta- 
ti ottenuti soltanto per via analitica. Essi corrispondono infatti all'effet- 

п ottenu аласы all е 


tanea; l' andamento Sinüsoidale delle grandezze noce 
degli elementi immagazzinatori di energia [Per separare i due effetti ë 


sufficiente osservare che in assenza di elementi reattivi i due fasori У! 
ed | sarebbero in fase e quindi sarebbe presente solo il primo. termine] 


della (V.5.23). Perciò è del tutto naturale identificare tale primo termine 
con l'effetto della prima causa [ed il secondo con l'effetto della seconda 
causa. Osserviamo che quest'ultimo termine ha un'ampiezza pari a: 


Im [vi^ |— 


| 
| 
| 


che coincide con 1' ampiezza della parte immaginaria la, quindi, cosi] 


be definita nella (V.5.20).| Tale parte i immaginaria, quindi, costitui 


eee una misura dello scambio energetico con gli elementi i 


tori di energia e prende il nome di «potenza re reattiva») cioè: | cioè: 


1 1 ul | 
(У.5.24) P, = = Im [V )= [LÁ sia (o, - e = У(БаФ- METTE. 


[ š 
Esplicitando la (V.5.24) in fuazione dell'impedenza o dell'am- 
mettenza del bipolo si ha un'ulteriore conferma del legame della potenza 
reattiva con gli elementi reattivi; infatti si ha: 


"g 
т 
Il 


1 
7 Im [Z] +12 = Im [Z] +12 


(V.5.25) 


"Ü 
= 
Il 


1 
-— Im [Y] V? 2 - Im [Y] - у, 
2 | е 


L'unità di misura usata per la potenza reattiva è il var (volt ampere reattivi; 
multiplo: kilovar). Non si usa quindi il watt, in quanto si tratta di una potenza soltanto 
scambiata e non utilizzata. 


É importante notare che tra le varie grandezze introdotte esiste 
un legame molto semplice, come si deduce dalle (V.5.20), (V.5.14) e 
(V.5.24), cioé: 


(V.5.26) P. = P. +) РЬ 1 fo oee Wo pude Ос Zt, 
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Inoltre la potenza apparente è semplicemente il modulo del faso- 
re P . Queste relazioni sono ricavabili in modo immediato nel piano del- 
le potenze complesse, come si deduce dalla fig. V.5.3. 


(var) 
Fig.V.5.3 - Legame tra potenza com- 
plessa, potenza attiva e potenza reat- 
tiva. La potenza apparente coincide 
con la lunghezza del segmento OA. 


a 
(watt) 


Esempio. V.5.1. 


Dato il circuito di fig.V.5.4, determinare le potenze attiva, reattiva, complessa, 


apparente entranti nel bipolo. 


R 


Fig.V.5.4- Circuito considerato nell'e- Y 
sempio V.5.1. I valori dei componenti v (D г) 
sono: V=100, R=3, L=2, «0-2 (V, Q, 

Н, rad/ sec). 


Dall'equazione di equilibrio dell'unica maglia presente, si ha: 


M 100 100 š қ 
I= —— = = — (3-j4) = 12-j16.= 20 ejartag4/3 = 20 (210,93 
R*jeL  3+j4 25 


In base alle definizioni precedenti si ha: 


1 * 
P =—Re [VI | = 600 watt 
2 


a 


g 
Il 


1 * 
— Im [v 1 ] = 800 VAR 
2 


79 
"I 


P. +j Pp =600+j800 


1 


P = — VI = 1000 voltampere 
ap 2 
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Tra le quantità precedenti esiste il legame mostrato in fig.V.5.5. 


(var) PR 


. 800 
Fig.V.5.5- Rappresentazione delle po- 


tenze attiva, reattiva e complessa per 
il circuito dell'esempio V.5.1. 


Pa 
(watt) 


Applicando la formula (V.5.8) si ottiene l'espressione della potenza istantanea 
p(t): 


1 * 1 н 
p(t) = — Re [VI ) + — vi соз (296+ Q, +) = 
2 2 T^ 3 


1 1 
= — Re [100 (124 j 16)) + — 100 20 cos(4t- 0,93) = 6004-1000 cos(4t- 0,93) watt 
2 2 


L'andamento nel tempo di tale potenza istantanea p(t) è riportato nella fig. V.5.6. 
Dall'esame di questa figura si vede chiaramente che: 


P, = 600 watt 


Il termine variabile della potenza istantanea può essere ulteriormente suddiviso come 
indicato nella (V.5.23), cioé: 


1 * 1 * 
ЖО = Re [Vi ] cos(4t - 1,86) Dim [vi ] sin(4t- 1,86) = 


Il 


600 cos(4t- 1,86) - 800 sin(4t- 1,86) 


La pO è perciò uguale alla somma di due sinusoidi, la prima di ampiezza pari а 
600, la seconda di ampiezza pari a 800. Tenendo conto del termine costante, si ottiene la 


seguente espressione della potenza istantanea: 
p(t) = 600 [1 + cos(4t- 1,86)) - 800 sin(4t - 1,86) 


Il primo termine rappresenta la potenza dissipata sulla parte reale dell'impedenza 
(cioè la resistenza R). Il secondo termine, la cui ampiezza è 800, rappresenta la potenza 
scambiata tra il generatore e la parte immaginaria dell'impedenza (cioè la reattanza wL) ^ 


L'andamento di tali termini e riportato in fig.V.5.7. 
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Fig.V.5.6 - Andamento della potenza istantanea: p(t) = 600 + 1000 cos(4t- 0,93). 


V.5:4 - Conservazione della potenza complessa. 


E stato messo in evidenza nel $1.10.3 che i circuiti a costanti 
concentrate soddisfano al principio fondamentale di conservazione della 
energia, come conseguenza delle leggi di Kirchhoff. Di conseguenza an- 
che in regime permanente sinusoidale vale la seguente proprietà: 


Proprietà V.5.1 — «In ogni circuito, in regime permanente sinusoidale, la 
————— w = pda - 


somma delle potenze istantanee p (t) assorbite da tutti i bipol; 1) pre- 


senti è uguale a zero, cioè: 


N 
(V.5.27) X р(д-0 
=1 


dove N ë il numero dei bipoli che compongono il circuito, inclusi i ge- 
neratori indipendenti». 


` 


Nel caso del regime permanente abbiamo visto che ë opportuno 
utilizzare al posto della potenza istantanea, altre grandezze qualila po- 
tenza complessa, la potenza attiva, la potenza reattiva e la potenza ap- 
parente. É quindi naturale domandarci se sia possibile o meno estende- 
dere la proprietà V.5.1 a queste grandezze. La risposta а tale domanda 
è data dalla seguente proprietà: 


come vedremo nel 9 VI.10.2, ogni componente a due porte è sostituibile con un circuito 


(1) - L'ipotesi che giano presenti nel circuito solo bipoli non è restrittivo, in quanto 
. ñ % . + 
eguivalente costituito da bipoli. 
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Proprietà. V.5.2 - «In ogni circuito, in regime permanente sinusoidale, 
la somma delle potenze complesse P,, assorbite da tutti i bipoli presen- 
ti è uguale a zero, cioè: 


(V.5.28) ж P . = 0 


600 [1+cos(4t-1,86)] 


sec 


-800 sin(4t- 1,86) 


Fig.V.5.7 - Andamento delle potenze istantanee applicate al resistore ed all'in- 
duttore del circuito di fig.V.5.4. 


La dimostrazione di cuesta proprietà è una conseguenza immediata delle pro- 
prietà topologiche del circuito, utilizzate nella dimostrazione del teorema di Tellegen 
nel $1.10. Infatti, siano n Fa ый ; M rispettivamente i vettori dei fasori delle cor- 

c 


renti dei rami dell' albero e del co-albero. In base alle (1.10.5), (1.10.6) e (1.10.7) ri- 
sulta: 


[,) =- ГА) Di) 
[v ] = [A] ТУ, 


(V.5.29) 


Perciò la somma delle potenze complesse assorbite dai rami del circuito può e- 


sprimersi come segue, a meno di un fattore moltiplicativo 1/2: 
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поке и» ЕТЕТ = 


(У. 5.30) 
=- [v [А] D] + [v ]" [4] [e] =o 


ció che dimostra la proprietà. 
E opportuno osservare che nel piano dei fasori delle potenze complesse, la re- 
lazione (V.5.28) impone ai fasori delle potenze complesse assorbite dai bipoli costituen- 


ti il circuito, di formare una poligonale chiusa. 


Palla proprietà V.5.2 si deduce che anche le potenze attiva e 
reatti va soddisfano al principio di conservazione. Per vedere ció e suf- 
ficiente ricordare la (V.5.26), in base alla quale si derivano le seguenti 
proprietà: 


Proprietà V.5.3 - «In ogni circuito, in regime permanente sinusoidale, 
la somma delle potenze attive P,; assorbite da tutti i bipoli presenti 
uguale a zero, cioé: 


N 
(V.5.31) > P_=0 


Proprietà V.5.4 - «In ogni circuito, in regime permanente sinusoidale, 
la somma delle potenze reattive Py; assorbite da tutti i bipoli presenti 
e uguale a zero, cioè: 


(V.5.32) x P = 0 


Le proprietà dimostrate nel presente paragrafo mettono іп eviden- 
za che è possibile trattare le potenze complessa, attiva e reattiva come 
fossero potenze istantanee ed effettuare per ciascuna di esse i bilanci 
energetici nel circuito considerato. Occorre notare che una proprietà a- 
naloga non vale per la potenza apparente, in quanto nella sua definizio- 


ne interviene l'operazione di modulo, che non è lineare. 


Esempio V.5.2. 


Verificare la conservazione delle potenze attive e reattive per il circuito di fi- 


gura V.5.8. 
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Fig.V.5.8 - Circuito considerato nell'esempio V.5.2. I valori dei componenti 
sono: М.у =5+j, V, = 1-2), R} =Rọ=R=1, L=1, у= 2, (V, C, Н, rad/sec). 


Risolvendo il circuito con il metodo dei nodi, si ottiene: 


1 1 
Уа---Е----і! 
1 1 
g R R Е 


1 1 
Шаа re 


Sostituendo i valori numerici si ha: 


Sp p s Е == hal 
1 
= (S+j) + E| 2+— |]*1-42j-0 
2j 


"Bel кер, 


La soluzione e: 


E = 2; ha 52 927, hi УР?) (V, A) 


Si ottengono cuindi i seguenti valori per le tensioni ele correnti applicate a 


ciascun componente: 
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Y s ap s Luc 

Ур = 3+j : lg 735) 

LE EE I. =<i (V, A) 
Уро 2-3-2) ; Ino 7 -3- 2) 

71-21; 225321 


In fig. V.5.9 sono riportati i diagrammi vettoriali dei fasori relativi alle tensioni 
ed alle correnti del circuito. Le potenze attive e reattive assorbite da ciascun compo- 


nente sono le seguenti: 


Generatore Ул š um =-8 ; LT 2 
Resistore к, Più 162 ts Pa = 0 
Induttore : Pa =0 ; Fas = (watt, var) 
Resistore R, Pa = 6,5; Pra = 0 
Generatore V.o : Ps =-3,5; Pra Ee 
Im 
In IL 
I 
R1 Re 


Fig.V.5.9- Fasori delle tensioni e delle correnti del circuito di fig. V.5.8(V, A). 


Si verifica immediatamente che la somma delle potenze attive e reattive è uguale 
a zero. In fig.V.5.10 è riportato infine il diagramma delle potenze complesse per il cir- 
cuito in esame (accanto ad ogni vettore è indicato il componente che assorbe la poten- 
za corrispondente). Si vede chiaramente che i fasori di tali potenze costituiscono i lati 


di una poligonale chiusa. 
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(watt) 


Fig.V.5.10- Diagramma delle potenze complesse assorbite dai bipoli costituesti 
il circuito di fig.V.5.8. 


V.5.5 - Espressione esplicita della potenza attiva e reattiva assorbita 
dai componenti di un circuito. 


Le grandezze introdotte in precedenza per caratterizzare la po- 
tenza in regime permanente sinusoidale assumono una forma caratteristi- 
‚са nel caso dei componenti tipici del circuito, quali il resistore, il con- 
densatore, l'induttore, il trasformatore ideale ed il giratore ideale. Esa- 
miniamo in dettaglio tali componenti nel presente paragrafo; Per quanto 
riguarda gli altri componenti, & immediato rendersi conto che sia la po- 
tenza complessa, sia la potenza attiva, sia la potenza reattiva possono 
assumere qualsiasi valore per i componenti del tipo generatori indipen- 
denti, generatori controllati, nullori. Tali componenti verranno perciò nel 
seguito indicati come «componenti energeticamente inde finiti ». 


а) Resistore. 


Si consideri un resistore di resistenza К іп regime permanente 
sinusoidale. Detti V ed | i fasori della tensione e della corrente, la 
potenza istantanea p(t) assume la seguente espressione, in base alla 


(V.5.8): 


(52:33) p(t) = —R I? {1+cos(24,t+29,)! 


1 
2 
ed ha quindi l'andamento riportato in fig. У. 5.11. 

La potenza complessa Р. assume la seguente forma: 


1 * 1 1 ON ET 

(V. 5-34) P = У =R = Gy al Vy 
S 2 2 2 — 

A R 
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(watt) 


l 2 
3 RI (1%сов20,) EP жайса (іе 


(вес) 


Fig.V.5.11 - Andamento della potenza istantanea assorbita da un resistore di 
resistenza R. 


Essendo la potenza complessa puramente reale, si deduce che la 
potenza attiva P, vale: 


1 1 
= 21 == e Р 
(V.5.35) Roe = OP RD. Ou. 


e che la potenza reattiva Pg è nulla cioè: 


(V.5.36) Ph = 0 


A volte si indica con il simbolo Е; il valore della potenza me- 
dia dissipata nel resistore di resistenza R,, facente parte di un circuito. 
Dalla (V.5.35) si ottiene: 


1 
(V.5.37) F -—R,.I? 


mi 2 1 


b) Induttore. 


Si consideri un induttore di induttanza L in regime permanente 
sinusoidale. Detti V ed 1 i fasori della tensione e della corrente, la po- 
tenza istantanea p(t) assume la seguente forma, in base alla (V.5.8): 


1 Ў 1 T 
p(t) = = Re [jo L 1: 1) +7 ®1.1°соз(2 +2, + A = 


(V.5.38) 1 с; 
==> w Li? cos(24 t+2 Ф. Е). 
SA 0 кад 


ed ha quindi l'andamento riportato in fig.V.5.12. 
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р() 
( watt) 


1 о 
> LI sin2@; 


Fig.V.5.12 - Andamento della potenza istantanea assorbita da un induttore 
di induttanza L. FT 


La potenza complessa P, assume la seguente forma: < 


(V.5.39) P = 


Essendo la potenza complessa immaginaria pura, si ottiene il ri- 


` 


sultato che la potenza attiva P, ë uguale a zero: 


(V. 5.40) P_=0 
e che la potenza reattiva P, è uguale a: 


(V.5.41) P =Z a L Ë 


La potenza reattiva ë una misura degli scambi di energia con i 
componenti reattivi. Nell'ambito dell'induttore è intuitivo che la potenza 
reattiva sia legata in qualche modo con l'energia immagazzinatain esso. 
cioè a: 


1 
(V.5.42) E (1) = p i?(t) 
Per individuare questo legame calcoliamo il valore medio di que- 


sta energia istantanea, usando come intervallo di tempo su cui effettua- 
re la media lo stesso visto nel caso della potenza attiva. Si ha: 


ы i r3 LI? Р" 
(V.5.43) € = Ë(t) = =Í 511504 = 2T / cos?(@Wt+9,)dt = 


т 


= 1/4 LI? 
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Confrontando la (V.5.41) con la (V.5.43) si ottiene la seguente 
proprtetà: 


Proprietà V.5.5 - «La potenza reattiva assorbita da un induttore di in- 
duttanza L è uguale a: 


(V.5.44) Ра <2ш E 


avendo indicato con €, l'energia media immagazzinata nell'induttore». 


a) Condensatore. 


Si consideri un condensatore di capacità C in regime permanen- 
te sinusoidale. Detti V ed 1 i fasori della tensione e della corrente, la 
potenza istantanea p(t) assume la seguente forma, in base alla (V.5.8): 


1 1 
(У.5.45) p(t) = > Re Eja CV?1+ 7 o C V*cos (2:20, T 3)" 


1 т 
y “Сүзе (2Фе‹+2°, E] 


ed ha quindi l'andamento riportato in fig. V.5.123. 
La potenza complessa P, assume la seguente forma: 


1 e 
(V.5.46) pregi к 79 CV - 


Essendo la potenza complessa immaginaria pura, si ottiene il ri- 
sultato che la potenza attiva P, è uguale a zero: 


(V.5.47) P_=0 


e che la potenza reattiva Р. è uguale a: 


1 
(У.5.48) Pa == — ay СУ? 


Si noti che nel condensatore la potenza reattiva assume in ogni. 
caso un valore negativo, a differenza dell'induttore,dove la potenza reat- 
tiva è sempre positiva. 
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La potenza reattiva nel condensatore è legata all'energia media 
immagazzinata in esso, analogamente a quello che accade per l'indutto- 
re. Calcoliamo l'energia media in questione; si ha, utilizzando un inter- 
vallo di tempo su cui effettuare la media, scelto come nel caso della po- 
tenza attiva: 


T T 

s 5 1 Г%1 CV? fm 

(V.5.49) Бо Et) = 3. A Cv?(t) dc = cos?(wt+9 ) dt = 
mo 


ZL. ds 


1 
= — CV? 
4 


Confrontando la (V.5.49) соп la (V.5.48), si ottiene la seguente 
proprietà: 


Proprietà V.5.6 - «La potenza reattiva assorbita da un condensatore di 
capacità С è uguale a: 


(V.5.50) Pr =-20 Ë 


re. 


Fig.V.5.13 - Andamento della potenza istantanea assorbita da un condensatore 
di capacità C. 


d) trasformatore ideale. 
In base alle relazioni costitutive: 


уа У 


(У.5.51) ы ? 
i =-i,/n 


il trasformatore ideale non assorbe potenza igantanea, come già messo 
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in evidenza nella (1.8.8). Analogamente, utilizzando le (V.5.51) scritte 
nel dominio dei fasori,-si ha: 


(У:5.52) Р = 


Vale quindi la seguente proprietà: 


Proprietà V.5.7 - «Un trasformatore ideale non assorbe sia la potenza 
istantanea sia la potenza complessa sia la potenza attiva sia la poten- 
za reattiva». 


e) giratore ideale. 


In base alle relazioni costitutive: 


(V.5.53) өсі: v, =R, i 


il giratore ideale non assorbe potenza istantanea, come già messo in e- 
videnza nella (1.8.10). Per quanto riguarda la potenza complessa si ha, 
utilizzando le (V.5.53) nel dominio dei fasori: I 

1 * 


* * 1 1 ж. ж 
‚м ыы аш 1, щы. аш [R, 1, 122 


(V.5.54) 


Quindi vale la seguente proprietà: 


Proprietà V.5.8 - «Un giratore ideale non assorbe né potenza istantanea 
né potenza attiva. La potenza reattiva è data da: 


(V.5.55) Pr = Im [R, 1,57) 


in cui R, è la resistenza di girazione ed I, ed I, sono i fasori delle 
correnti entranti». 


V.5.6 - Bilancio energetico di un circuito. 


Si consideri un circuito costituito da componenti energeticamen- 
te indefiniti (generatori indipendenti, generatori ‘controllati, nullori), re- 
sistori, condensatori, induttori, trasformatori e giratori ideali. In base 
alla proprietà V.5.2 (conservazione della potenza complessa)si può scri- 
vere: 
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Ng NR NL Nc N 
i i i i С.) 
(У. 5.56) у ps). у p) у pb), у pC), у pSi 
ігі” el іші 6 іші © іші © 
dove: 
N è il numero dei componenti energeticamente indefiniti; 
g P g ; 


Psi) è la potenza complessa erogata dall'i-esimo componente energeti- 
camente indefinito; 


N.a è il numero dei resistori; 


í s ; : : . š 
p Ri ë la potenza complessa assorbita dall'i-esimo resistore; 
NL 
c 


è il numero degli induttori ; 
è la potenza complessa assorbita dall'i-esimo induttore; 
Nc è il numero dei condensatori; 
peo è la potenza complessa assorbita dall'i-esimo condensatore; 


N. è il numero dei giratori ideali; ` 


(Gi „ è : š a ç 
P '' èla potenza complessa assorbita dall'i-esimo giratore. ' 


Ricordando l'espressione (V.5.37), si ha: 
(V.5.57) ЕРІ =X—R, = > F 


Tale potenza complessa, assorbita da tutti i resistori del circuito 
é una quantità reale. 
Ricordando l'espressione (V.5.44), si ha: 


ML tn) |. "Lb n 
(V.5.58) ZP, = јао > Ë 


Tale potenza complessa, assorbita da tutti gli induttori del cir- 
cuito, è una quantità immaginaria pura. 
Ricordando l'espressione (V.5.50) si ha: 


N 
(V.5.59) RISI caju, 26, 
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Tale potenza complessa, assorbita da tutti і condensatori del сіг- 
cuito, é una quantità immaginaria pura. 

Scindendo il bilancio della potenza complessa (V.5.56) nella par- 
te reale ed immaginaria, si ottiene, tenendo conto delle (V.5.57), (V. 5.58), 
(У.5.59) е (У.5.55): 


Тео 
(V.5.60) LOB" К. 

: a mi 

i=l i=l 

N N 

& (ui 9 dej 8, = "M = 
(V.5.61) ЕР, EP, аро | a f.m С 

A R А R Qt. Li : C; 

i=1 іші ігі ісі i 

(gi) 

dove P, èla potenza atti va erogata dall'i-esimo componente energe- 
ticamente indefinito; pue éla potenza reattiva erogata dallo stesso 
componente; p ) ала potenza reattiva assorbita dall'i-esimo giratore. 


Le due espressione (V.5.60) e (V.5.61) rappresentano i bilanci 
energetici che si possono effettuare in un circuito in regime permanente 
sinusoidale. Esse equi valgono alle seguenti proprietà: 


Proprietà V.5.9 - «In ogni circuito in regime permanente sinusoidale, la 
somma delle potenze attive erogate da tutti i componenti energeticamen- 
te indefiniti è uguale alla somma delle potenze medie assorbite da tutti 


i resistori presenti». 
Corollari della proprietà V.5.9 sono le seguenti formule: 


g (8;) 
(V.5.62) > P. sug per i circuiti con perdite 
i=1 
= (gi В 
(У.5.63) > р = 0 рег i circuiti senza perdite 


Proprietà V.5.10 - «In ogni circuito in regime permanente sinusoidale, 
la somma delle potenze reattive erogate da tutti i componenti energeti- 
camente indefiniti e dai giratori è legata, tramite l'espressione (V.5.61), 
alla somma delle energie medie immagazzinate negli induttori ed olla 
somma delle energie medie immagazzinate nei condensatori». 


Si noti che il segno della potenza reattiva globalmente erogata 
dai componenti energeticamente indefiniti e dai giratori dipende dalla 
prevalenza o meno dell'energia totale media di tipo magnetico rispetto a 
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quella totale media di tipo elettrico. Si puó avere un valore nullo 
per la potenza reattiva totale quando non sono presenti componenti reat- 


tivi, ovvero quando i due tipi di energia totale media si bilanciano esat- 
tamente. 


Esempio V.5.3. 


Assegnato il circuito di fig. V. 5.14, determinare il vaiore della capacità C, in 
modo che risulti nulla (se possibile) la potenza reattiva erogata dal generatore. Effet- 


tuare inoltre il bilancio energetico del circuito. 


Fig.V.5.14 - Circuito considerato nell'esempio V.5.3. I valori dei componenti 
sono: R, - 100, R510, wL =10, w = 314 (12, rad/sec). 


Risolviamo il problema con il metodo grafico, utilizzando il procedimento de- 
Scritto nel $ V.4.5. Poniamo a questo scopo 1,71 А e riportiamo tale valore sul dia- 
gramma delle correnti (fig. V.5.15). Sul diagramma delle tensioni (fig. V.5.16) deriviamo 
la posizione dei vettori Va» M, е Ve. Si può quindi ottenere, sul diagramma delle cor- 
renti, la direzione che dovrà avere la corrente |, che percorre il condensatore. Tale 
direzione deve essere tale da formare un angolo di 909 in anticipo rispetto alla direzio- 
nedi V.. 


[3 


Im 
pr 
l. 1 Re 
Fig.V.5.15 - Diagramma delle correnti del Fig.V.5.16 - Diagramma delle tensioni 
circuito di fig.V.5.14. Le correnti sono in del circuito di fig.V.5.14. Le tensioni 


ampere. sono in volt. 
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La corrente lo sommata alla corrente INE fornisce la corrente erogata dal ge- 
neratore |,. Non è nota a priori, tuttavia, l'ampiezza della corrente |, poiché è inco- 
gnita la capacità C. Tale incognita viene determinata imponendo che il generatore di 
tensione non eroghi potenza reattiva. À questo scopo occorre che B sia tale chela cor- 
rente Je formi un angolo nullo con la direzione della tensione У„. Tale scelta è indi- 


cata in fig.V.5.17, dove è mostrato il diagramma completo delle correnti. 


Fig.V.5.17 - Determinazione della 
corrente lo l А 


In fig. V.5.18 e riportato il diagramma completo delle tensioni. Si noti che a pa- 
rità di I, la scelta effettuata per la corrente del condensatore |, è tale da rendere mi- 
nimo il valore del modulo della corrente lz che scorre nel generatore e nella resisten- 


za К. 
Il valore della capacità C può essere determinato sia per via analitica sia per 


via grafica. Usando il metodo grafico si ha da fig. V. 5.17: 


sin® = sin Ф р 


— 
I 
- 


D'altra parte dalla fig.V.5.16 si ottiene: 


Ұр do 
\ = У. sino ; tag = — = — -0,1 ; Ф = 0,099 
у 100 
u 
che equivale a: 
I, sin? Ф 
10 = sin: = 
УС wC 
Il valore della capacità è dunque: 
sin? Ọ 
Ce = 1553 ЕЕ 
10 e 


Procedendo per via analitica, tenendo conto che il generatore non deve erogare 


potenza reattiva, si deve avere per la proprietà V.5.10: 


У.5 


dove: 


è l'energia media immagazzinata sotto forma magnetica nell'induttore e: 


- 1 
ee = —с у? 
4 c 


e l'energia media immagazzinata 
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sotto forma elettrica nel condensatore. Si ha guin- 
di: 
2 
IL 
C = L — 
y? 
c 


Sostituendo i valori numerici si ottiene il valore precedente, cioè: 


10 1 
314 


= 3,153 ШЕ 


(100? + 10?) 


Fig.V.5.18- Determinazione della ten- 
sione 


Per completare il bilancio energetico occorre verificare l'uguaglianza tra la po- 


tenza attiva erogata dal generatore e la somma delle potenze medie dissipate nei resi- 
stori. Si ottiene: 


š is cos = 0,995 A 


Inoltre da fig.V.5.18, si ha: 


V = у *I'R = {1002 + 102 + 10* 0,995 = 110,45 V 
g c Е Е 


Quindi si ottiene per la potenza attiva erogata dal generatore: 


1 
p8 = — V I = 54,95 watt 
a 2 £ Е 
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Per le potenze dissipate dai resistori si ha: 

1 1 

— R I? + — R I? = 50 + 4,95 = 54,95 watt 

2 u u 2 E в 

Risulta quindi verificato il bilancio delle potenze attive. 

Il problema trattato nel presente esempio prende il nome di problema del rifasa- 
mento di un carico reattivo. Tale problema si incontra molto spesso nelle applicazioni 
tecniche. In tal caso i bipoli R, ed L rappresentano il carico dove, accanto ad un e- 
lemento resistivo, c'é anche un elemento induttivo, per cui alla potenza attiva é sem- 
pre associata anche una potenza reattiva. Se non fosse presente il condensatore C, ta- 
le potenza reattiva dovrebbe essere fornita dal generatore. Ciò darebbe luogo ad un au- 
mento delle perdite sulla resistenza R , che rappresenta la resistenza interna del ge- 
neratore stesso e le perdite della linea che serve a trasportare l'energia dal generatore 
al carico. La presenza del condensatore C evita l'erogazione di potenza  reattiva da 
parte del generatore, minimizzando in cuesto modo, a parità di potenza attiva fornita al 
carico, il modulo della corrente E che scorre lungo la linea e quindi diminuendo le 


perdite lungo la linea stessa. 


% 
V.6 - Regime permanente in presenza di grandezze elettriche di 
tipo non sinusoidale. 


Quanto detto nei paragrafi precedenti si riferisce al caso in cui 
le grandezze elettriche impresse varino sinusoidalmente nel tempo e sia- 
по isofrequenziali, Nei limiti di validità del metodo dei fasori, l'analisi 
viene effettuata considerando al posto di tutte le grandezze elettriche i 
relativi fasori e quindi procedendo con tecniche del tutto simili a quelle 
usate nel caso del сар. per i circuiti resistivi. Tale semplificazione 

\ mella trattazione dell'analisi in regime permanente è è tuttavia limitata so- 
lo al caso visto. \ Quando sono presenti eccitazioni sinusoidali non_iso- 


| puer oppure eccitazioni periodiche qualsiasi oppure, \апсога рій 
| in generale, eccitazioni di tipo aperiodico, occorre procedere in modò di- 
verso per ricavare la risposta permanente. Le osservazioni fondamentali 


!! su cui è basato il procedimento di analisi in questo caso sono tre: 


"i \ \ -- 
| i \ TE un' eccitazione [periodica no riodica non sit 'usoidale| ë sviluppabile in una serie 


di funzioni sinusoidali di frequenza multipla della propria frequenza (svi- 
= in serie di Fourier); “= 


recent 


ECC 


2) un' ‘eccitazionelnon р periodica|é- sviluppabile in una serie infinita di 
funzioni sinusoidali di ogni frequenza possibile. (sviluppo nell'integrale 


di Fourier); gra 


DE in un circuito lineare l'effetto di più eccitazioni coincide conla som- 
ma degli effetti delle singole eccitazioni, considerara come se agissero 
(4а sole (principio di sovrapposizione degli effetti). > | 
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La conseguenza immediata della prima e della seconda osserva- 
zione ë che possiamo limitare la nostra attenzione solo al caso in cui le 
eccitazioni presenti siano di tipo sinusoidale. | La terza osservazione, 
invece, suggerisce di procedere a passi successivi, suddi videndo preli- 


ол 
minarmente le eccitazioni presenti in gruppi "isofrequenzíali, J quindi de- 


terminando con il metodo dei fasori l'effetto di ciascuno di essi ed infi- 


(6.9) BOS U, cos(a, t9) ! 


ne sommando questi effetti per ottenere il risultato voluto. Il metodo ri- 
sultante риё essere schematizzato operati vamente Come se segue: 


mic Qv | 


"Metodo di analisi in regime Tadaduedie in presenza di eccitazioni sinu- 


soidali di frequenza diversa. 


1) Raggruppare le eccitazioni di ple Requeuza. | gruppi siano in to- 
tale N, caratterizzati dalle frequenze f,, fp,- f, 


2) Disattivare t tutti i gruppi di eccitazioni con l'esclusione del primo; 


ció implica il corto-circuito per i generatori indipendenti di tensione ed 
il circuito aperto per quelli di corrente di frequenza diversa da d 


13) Applicare al circuito cosí ottenuto il metodo dei fasori, tenendo ә pre-| 


ѕепге che la pulsazione ё w,=27f | Determinare la grandezza el elettri-| 


са incognita e quindi calcolare la s sua espressione in funzione del tem-| 


ро, сіоё: Uc ¿a / 
ы ы” —.Q — L bt 


4) Ripetere i passi 2) e 3) per il k-simo gruppo, К —2, 3,...N, disatti- 
vando tutti gli altri gruppi. Si ottiene per la grandezza d'interesse l'e- 


spressione: 
| = 


(V.6.2) u (t) = U, cos(w,t+9,)- | 


5) La soluzione del problema d'analisi è: 


(V.6.3) u(t) — 


5. 


_ 


U, cos(2mf,t 4 Ф) 


П metodo precedente ё applicabile sia nel caso che le varie ec- 
citazioni siano già assegnate in forma sinusoidale sia nel caso che oc- 
corra preventivamente svilupparle in componenti di questo tipo, come nel 


caso di funzioni periodiche ($ V.6.2) ed aperiodiche ($ V.6.3). 
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Esempio V.6.1. 
Determinare l'espressione della tensione v UO in regime permanente nel 


соо di fig. V.6.1. 


cir- 


Fig.V.6.1 - p considerato nell'esempio V.6.1. I valori dei componenti 
sono: R IL C-l,L-1,v, 2 cos(2t), v 2 = со5(1,5 t+ 7/5517 


“TS eda (0, dc 4/3, (О, F,H, v, b. 


Applichiamo i passi del procedimento precedente: 


Passo 1. I gruppi di eccitazioni presenti sono tre, ciascuno contenente un solo genera- 


tore. Le pulsazioni implicate sono: 


Passo 2. Disattivando tutti i generatori, esclusi quelli del primo gruppo, si ha il cir- 


cuito di fig. V.6.2a . Nel dominio dei fasori tale circuito diviene quello di fig. V.6.2b. 


Il valore della tensione incognita e: 


j 6 
sid us 1⁄2; Te Е-Е еі0,9273 у 
© 1/2) + 2/3 3+4) 5 


(R *Rj)R, 
R +R +R, 


È 


a) b) 


Fig.V.6.2- Circuito che si ottiene nel passo 2 da quello di fig. V.6. 1. 


Perció l'espressione nel tempo e: 


ҰО) = 1,2 cos(2t - 0,9273) 
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Passo 3. Facciamo agire i generatori del secondo gruppo. бі hail circuito di fig. V.6.3a, 
che nel dominio dei fasori assume la forma di fig. V.6.3b. Il valore della tensione inco- 
gnita è: 


1 
a 258 
j1,5+0 x 
i a ТЕА U dea 
c 1 3 
———À 
j1,5+0,5 


Perciò l'espressione nel tempo è: 


2 T 
v(2 (c) v Med (1562) 
= 3 12 


a) 


Fig.V.6.3 - Circuito che si ottiene nel passo 3 da quello di fig.V.6. 1. 


‘Passo 4. Facciamo agire i generatori del terzo gruppo. Si ha il circuito di fig.V.6.4a , 
che nel dominio dei fasori assume la forma di fig. V.6.4b . Il valore della tensione in- 
cognita e: 


1,563 = 0,4743 e13:867 


a) b) 


Fig.V.6.4 - Circuito che si ottiene nel passo 4 da quello di fig. V.6.1 


Perciò l'espressione nel tempo è: 


vGX) = 0,4743 * cos (0,5 t + 2,8670) 
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Passo 5. La soluzione cercata è: 


wr. 


2 > 
MO = 1,2cos(2t - 0,9273) ZH cos ( 1,5t+ x) 0,4743 cos (0,5 t + 3,867) 


La presenza di eccitazioni| non sinusoidali/ in regime permanen- 
te, oltre alla necessità di avere a disposizione un metodo di analisi, ri- 
chiede la caratterizzazione dei fenomeni di scambio energetico median- 
te grandezze globali appropriate, analogamente a quanto fatto nel caso 
sinusoidale. E opportuno precisare che nel caso presente, l'unica gran- 
dezza correntemente usata è la potenza attiva) definita come media di 
quella istantanea) L' intervallo di tempo su cui effettuare la media. val 

| 
| 


scelto in modo co mpatibile con quanto fatto nel Š V.5.2 nel caso sinusoi- 
dale] Dall'esame dell'influenza dell'intervallo in questione si vede chia-| 


` 


ramente che l'unica possibilità valida in generale ë quella di una lun- 
ghezza molto grande, al limite e infinita) per tale interuallo. Infatti solo 
tale scelta è compatibile con granc grandezze sinusoidali aventi periodi non 
commensurabili tra di loro.| Nel caso particolare che le grandezze si- 
nusoidali abbiano periodi commensurabili, allora evidentemente è pos- 


sibile scegliere na -multiplo 


di tali periodi od un multiplo intero di tale quantità, Valgono perció le 


— cias rediret 
seguenti definizioni della potenza attiva] 


Definizione V.6.1 — «Si definisce come potenza attiva in regime perma- 
nente in presenza di eccitazioni sinusoidali, aventi periodi commensu- 
rabili tra loro, il valore medio della potenza istantanea calcolato su un 
intervallo di tempo. coincidente. o con il minimo comune multiplo dei pe- 


riodi di tutte le eccitazioni. ;sinusoidali presenti o o con un multiplo inte- 
ro di tale quantità ».) 


Definizione V.6.2 — «Si definisce come potenza attiva in regime perma- 
nente in presenza di eccitazioni sinusoidali qualsiasi, il valore medio 
della potenza istantanea calcolato su un intervallo ditempo infinitamen- 


te lungo». 


La potenza attiva, cosí definita, gode di proprietà assaiutili nel- 
le applicazioni, che considereremo in dettaglio di seguito. 


IN 


V.6.1 - Proprietà della potenza attiva in regime permanente non sinusoi- 
| dale. 


Nel caso del regime permanente in cui siano presenti eccitazio- 
ni sinusoidali di frequenza diversa, tutte le grandezze elettriche sono 


| 
| 
11 
| 
1 
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esprimibili mediante una combinazione lineare di funzioni sinusoidali di 
frequenz: uguale a quelle delle suddette eccitazioni, cioé del tipo 
(V.6.3). Ciò implica che la potenza istantanea, essendo il prodotto di u- 


na tensione per una corrente, è del tipo:) 
(V.6.4) (ғу, соѕ (оү t D, > I, соз(ш t + 8) = 


Nella determinazione della potenza attiva dalla potenza istanta- 
nea tramite operazioni di media, i termini che derivano dallo sviluppo 
della (V.6.4) subiscono un trattamento assai diverso, a seconda che sia- 
no o meno il prodotto di due funzioni. sinusoidali di uguale pulsazione. 


Nel primo c caso si ha:| ` 


(1) T. 
(V.6.5) E А "У. eos (ott o) 1, соз (wt + 8) de= 
ШЕ LJ = : 


um 


! 
IL k “ki 1 
= — CE +7 7 Lsin(2o,T +9,+9)-sin(0,+9))} 
12] 2T. о, з 
che ё uguale а: 
Vo 


k 
cos (9, - 0.) 


sia nel caso che T_ sia il minimo comune multiplo dei periodi delle 
funzioni sinusoidali presenti (nel caso che esista) sia nel caso che sia 
infinitamente grande. 

Quando il termine dello sviluppo (V.6.4) é invece il prodotto di 
due funzioni sinusoidali di pulsazione diversa, allora si ha: 


1 рт 
(V.6.7) = | Vi cos (w t + 9,) I, cos (wt + ө.) = 
mvo 


V. I : 
1 š А 
sim hend (sin c, - &,) T, + 9, - 0,]- sin (@,- 8,))+ 


+ Licia (sin c, to) T. + 9, + 0, ]- sin (g, + 4»| 


che è uguale a zero sia nel caso che T, sia il minimo comune multi- 
plo dei periodi delle funzioni sinusoi dali presenti (nel caso che esista) 
sia nel caso che sia infinitamente grande. 
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In conclusione l'espressione della potenza attiva è 


N VI 
(У.6.8) Bsp 2 
К=1 


cos (P3 0) 


L'esame della (V.6.8) mette in evidenza la seguente proprietà 
fondamentale della potenza attiva in regime permanente non sinusoida- 
le. 


Proprietà y. 6.1 - «La potenza attiva in regime permanente in in presenza 
di eccitazioni sinusoidali di pulsazione diversa è uguale alla з somma del- 


le potenze attive che si hanno considerando separatamente gli effettidei 


gruppi di eccitazioni di Ji uguale pulsazione». 


La proprietà precedente fornisce un modo abbreviato ed operati- 
vo per calcolare in regime permanente non sinusoidale la potenza atti- 
va. 


Esempio V.6.2 


Nel circuito di fig. V.6.1 calcolare la potenza attiva assorbita dal resistore 
— —— 


Ra, verificando la proprietà V: 6.1; 
— —————— 


Applicando il metodo di analisi in regime permanente non sinusoidale, si ot- 


tiene per la tensione applicata al resistore R,: 


sp PN 
Уаз “Уаз + Vna "Уаз 


8 
.O 22 (1) 
Ра ч cos (2t + 0,6435) 


т {2 т 
у c ы scos (05:2 M оон (151+ Z) = 
А 3/ 3 12 


v. у(3) = 0,4743 cos (0,5: + 3,867) 


— 
to 
= 
I 

ж- 
N 
_ 
І 


соѕ (1,51 + 1,511) 


I periodi delle eccitazioni presenti sono: 


ed hanno il minimo comune multiplo 4 7. Utilizzando perciò la definizione V.6.1, la po- 


tenza attiva vale: 
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1 ат rg (5 
P. = E cos(2t * 0,6435) +— cos(1,5t + 1,511) + 0,4743 cos(0,5t+ 
á TR, 5 3 


+ 3,867) | 5 dt - 1,670 watt 


Calcoliamo ora le potenze attive dissipate sul resistore R, quando agiscono se- 
paratamente i tre generatori. Si ha: 


vü) E: еј0:6435 . р(1) = 1,280 
R 5 a 
2 (2) 

v Bo ТА; P. = 0,2778 
3 a 

(3) ; (3) | 

= j3,867 . А 
Via = 0,4743е ; P. 0,1125 


Ë: = рО? 4 pO + pO? = 1,670 watt 
a a a A 


Osservazione V.6.1. 


La proprietà V.6.1 fornisce un modo molto semplice di procedere nel calcolo 
H . .. . . + . + . me 
della potenza attiva quando sono presenti più eccitazioni sinusoidali. E importante pe- 


rò notare che tale proprietà è valida solo se le pulsazioni delle eccitazioni sono diver- 


se. Si commetterebbe un errore se si sommassero le potenze ‘attive relative "ad eccita- 


zioni sinusoidali di uguale pulsazione, Mettiamo in evidenza questa osservazione con 
un esempio. 


Esempio V.6.3. 


Nel circuito di fig. V.6.5 calcolare la potenza attiva assorbita dal resistore. 


T T Fig.V.6.5 - Circuito considerato nel- 
cos eit (Б) (D соз ос l'esempio V.6.3. 


Utilizzando la proprietà V.6.1, determiniamo la potenzá attiva assorbita dal re- 


sistore quando agiscono singolarmente i due generatori. i. Si ha: o KE 


1 1 
P = a . P nn 
l 2R ? оң 
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La potenza attiva assorbita vale perciò: 


1 
pon 
R 


Se i generatori sinusoidali avessero una stessa pulsazione, cioè: 


allora, come si vede direttamente dalla figura, il resistore non sarebbe percorso da cor- 
rente e la potenza attiva da esso assorbita sarebbe zero. Chiaramente, non vale in que- 


st'ultimo caso la proprietà V.6.1. 


Osservazione V.6.2. 


Nel calcolo della potenza attiva assorbita o erogata da un bipolo in regime per- 
manente non sinusoidale occorre considerare, in base alla proprietà V.6.1, le potenze 
attive corrispondenti alle singole pulsazioni. Ciò implica chè un generatore sinusoida- 
le presente nel circuito eroga od assorbe energia solo per effetto della componente di 
uguale pulsazione che risulta ad esso applicata. In particolare può accadere che la po- 
tenza attiva erogata od assorbita dal generatore in questione sia nulla, malgrado che le 


grandezze elettriche ad esso applicate siano di notevole ampiezza. 


Esempio V.6.4. Q 


Far vedere nel circuito di fig.V.6.6 che la potenza attiva erogata dal generato- 
e а. roga ene 


re di tensione di pulsazione w, è nulla, anche se la corrente che lo attraversa è di am- 


1 


Fig.V.6.6 - Circuito conside- 
rato nell'esempio V.6.4.1 va- 
lori di L e C sono tali che соза): 


LCA = 1. 


Consideriamo presente il generatore di pulsazione DE Poiche il bipolo costitui- 
to dal parallelo di L e C ha impedenza infinita in corrispondenza alla pulsazione ZU 
non circola corrente nel circuito e perció il generatore in questione non eroga potenza 
attiva. Calcoliamo quindi l'effetto dell'altro generatore. La corrente i vale in questo 


caso, usando i fasori: 


1 1 
12) SED NUR =a es 


j 9 /С ја /C 
is кы el 


2 
1/LC - «2 а? - di 


К + 
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П valore del modulo di (2) роо essere anche notevole nel caso di valori раги- 


colari dei componenti e delle pulsazioni, ciò che dimostra guanto asserito. 


V.6.2 - Sviluppo in componenti sinusoidali di un'eccitazione periodica. 
PP p р 


Le eccitazioni dei circuiti che possono interessare le applica- 
zioni sono molteplici, anche nel caso che interessi il solo regime per- 
manente. Nel presente paragrafo consideriamo il caso in cui le funzioni 
che rappresentano le eccitazioni siano periodiche nel tempo, nel senso 
che il loro andamento si ripete ad intervalli regolari di uguale larghezza. 
In modo esatto, si рид dire che una funzione periodica f(t) è caratteriz- 
zata dalla condizione: 


(V.6.9) f(t) = f(t+T) -0 <t < + о 


ed a T si dà il nome di «periodo». Esempi tipici di funzioni periodiche 
d'interesse (oltre alla funzione sinusoidale) sono «l'onda quadra», «1 'оп- 
da triangolare» riportate in fig.V.6.7. : 


Fig.V.6.7 - Forme tipiche di eccitazioni periodiche: a) onda quadra; b) onda 
triangolare. 


La combinazione di funzioni sinusoidali di ampiezza, frequenza 
e fase opportune permette di ottenere forme d'onda periodiche. Un esem- 
pio semplice in tal senso è quello mostrato in fig. V.6.8 dove sono rap- 
presentate le seguenti funzioni periodiche: 
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f (t) = — sinmt 
1 ui 
4 А I 
(V.6.10) f (ü = — ( sint + —sin37t 
т 3 
tbe s TOUT. TE. t 
" жатақ ae 3 Sın 377г "ina T 


4 1 1 1 
f (= (siam +— sin37t+— sin57t4- — sinzz) 
ы т 3 5 7 


-4/т 


Fig.V.6.8- Funzioni periodiche risultanti dalla combinazione lineare di funzio- 
ni sinusoidali. 
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Si vede chiaramente cbe, all'aumentare delle funzioni sinusoida- 
li componenti, la forma d'onda risultante tende ad avvicinarsi a quella 
quadra di fig. V.6.7. Ciò permette di intuire la possibilità di sviluppare 
in tutti i casi d'interesse una qualsiasi eccitazione periodica in una som- 
ma di funzioni sinusoidali. In termini analitici esatti, ciò viene fatto con 
lo sviluppo in serie di Fourier, in base al quale una funzione periodica 
è sviluppabile nella serie di funzioni sinusoidali del tipo: 


(V.6.11) f(t) =a ta cos(o,t) Fa, cos(2o st)... 


+b, sin(ct) + b,sin(2o,t)-*-..- = 


=a + i [a cos (Ко к) + b, sin (k w,t)] va t> d, cos(kwyt+®,) 


in cui: 

ET EC M o dw 
оо жаралар қ. = — t)” t t: L——— . . 
б т? a, T : cos(k c, ; “Т : (t) ion wt) t 
d, = fa? + 92 2 Фұ--апар(Ь,/а,) ; E-1.2....0 

1 T 
lg = zl f(t) dt (V.6.12) 

Tdo 


La componente di pulsazione о), prende il nome di «componente 
fondamentale» e quella di pulsazione Ко, di «armonica di ordine К». 


E importante tenere presente che lo sviluppo in serie di Fourier esiste per una 


funzione periodica solo se essa soddisfa le condizioni di Dirichlet, cioè: 


1) in ogni periodo il numero dei massimi e dei minimi deve essere finito e le ampiezze 


relative devono essere finite; 
2) il numero di discontinuità in un periodo deve essere finito; 


3) deve essere: 


T 
(V.6.13) il eo) lar < o 
0 


Per le dimostrazioni e per le proprietà dello sviluppo in serie di Fourier, per le 


semplificazioni che si possono ottenere in conseguenza di proprietà particolari della 
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f(t) (funzioni pari, dispari,... ecc.), si rimanda ai testi specifici di analisi. Per quan- 
to riguarda l'uso del calcolatore per effettuare tale sviluppo, si veda ad esempio il 
Š X.5 di L.P. Huelsman, « Basic circuit theory with digital computations»,  Prentice- 
-Hall, 1972. 


Esempio V.6.5. 


Determinare la tensione di uscita valt) del rettificatore di fig. V.6.9 a), nell'ipo- 
tesi che sia accettabile la schematizzazione mostrata nella parte b) di tale figura (tale 


schematizzazione consiste nel supporre il trasformatore ideale ed i diodi ideali). 


n:l è 
La e (©) =Eg|sinogtl 
L E 
+ DODU 4 
C Vu (8) Va 
v (t) = Vo sin Qt 


a) b) 


Fig.V.6.9- Schema di un rettificatore con filtro ad induttanza di blocco. I valori 


dei componenti sono: 
L 73, C730, R72, Ео-10, «57314, V = nEo(H, zF, ЕО, V, rad/sec). 


Per poter applicare il metodo di analisi in regime permanente іп presenza di più 
eccitazioni sinusoidali, occorre sviluppare in serie di Fourier la funzione di eccitazio- 


ne e(t). Si ha, considerando solo | ain Chi | ‚ in base alle (V.6.12). 


1 fT 2 2 рТ 
ар = са | sin шу: | dt = — ; bi - т | зїп рс | sinas dt = 
0 0 


т 
1 т 27 
-=I | пакао 
T 
0 T 
2 PT gi We 
pmo [зїп ac] sink wt dt ->f мах iik dx - 

T do Tw 


1 T 27 
- zi sinx sink xdx -[ sinx sind | - 
T 0 T 


= 
Il 
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1 T T 27 27 
= — | І кера. | cos(k+1)xdx- cos(k-1)x dx + cos(k+1)x «| =0 
2n Ü 0 m = 


Sono perciò presenti solo le componenti in coseno, come del resto si può de- 
durre dalle proprietà generali, osservando che la funzione |sin apt] è pari. Per quan- 


to riguarda i coefficienti ау, siha: 
2 T 1 т 27 

ale [еза oot [cos k gt dt = — sinxcoskxdx- sinxcoskxdx | = 
T 0 T 0 T 


0 per k dispari 


ш 


2(k- 1) 2(k +1) 


per k pari 
т 


2 Е cos (к + 1)x | 
x=0 


$ 
E facile constatare che sono diversi da zero solo gli a, che corrispondono a 


valori pari di k. Per questi risulta: 


3i 1 1 ) 4 1 
a = — - Sia (шасы 
A. аът #hi т 42-1 


In particolare si ha: 


a ; 


á 
2 3т 


Fig.V.6.10 - Circuito cor- 
rispondente a quello di fi- 
gura V.6.9. I valori dei 
componenti L, C, R e di 
w, sono quelli riportati 
in fig.V.6.9. 


Limitandoci a considerare le componenti armoniche di ordine 2, 4, 6 il circui- 
to risultante é quello di fig.V.6.10. E interessante osservare che nel caso presente si 
ha anche un'eccitazione continua, il cui effetto in regime permanente è deducibile in 
modo assai semplice, notando che in continua i condensatori equivalgono a circuiti a- 


perti e gli induttori a corto-circuiti. Perciò la determinazione della componente conti- 
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viene fatta mediante il circuito di fig. V.6.11 a), ottenuto disattivando tutti 


i generatori fuorchè quello in continua ed eliminando il condensatore e l'induttore nel 
modo detto. Si vede da tale circuito che: 


20 
UI. 
u 


М + 
20 
(Dr R 4, 
a) b) 
13768 15652 


Fig.V.6.11 - Circuiti corrispondenti alle varie 
gura V.6.10. I valori dei componenti sono in 


ulsazioni del circuito di fi- 


Il contributo degli altri generatori viene ottenuto facilmente mediante gli sche- 
mi di fig. V.6.11. Precisamente si ha: 


40 -j1,062 10° 0 : 

v2 —- ) > : > 0,0193 еі0,027 

ы 37 j3,662 10? 4 1,000 10 T 
Va. 220. I, ccs 2° 9,46 1074 ei0,013 

u 157 17,483 106+1,000 10° т 

: 4 

у(6) Бер. 4) 5338 09 XL 1,79 1074 40,0089 
Ë 357 j1,127 107 1,000105 т 


In conclusione, la tensione all'uscita del rettificatore vale: 


ver 


0 
= [1 + 0,0193 cos (628: + 0,027) + 9,46 107 cos (1256: + 0,013) + 
T 


+ 1,79 1074 cos (1884 t + 0,0089)] 
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e si vede chiaramente come il circuito analizzato trasformi la tensione alternata di in- 


gresso in una ad andamento quasi costante nel tempo di valore 20/7. 


V.6.3 - Sviluppo in componenti sinusoidali di una eccitazione non perio- 
dica. Analisi nel dominio della frequenza. 


Il regime permanente puó interessare anche quando le eccitazio- 

ni non sono periodiche;-met "qual'caso non possiamo usufruire delle tec- 
1 

niche precedenti volte all'utilizzazione ripetuta del metodo dei fasori. 


F tuttavia ancora possibile ` procedere i in questo modo estremamente sem- 
plice, utilizzando una trasformazione (trasformazione di Fourier)che per- 
mette, sotto opportune ipotesi, di sviluppare una funzione di eccitazione 


aperiodica 1 in una somma di infinite componenti sinusoidali a frequenza 


variabile con continuità da zero ad infinito.: 


La sviluppabilità di funzioni aperiodiche in termini sinusoidali puó essere com- 
presa intuitivamente, derivandola dallo sviluppo in serie di Fourier. À questo scopo os- 
serviamo che tale sviluppo puó essere messo in un'altra forma, equivalente alla(V.6.11), 


utilizzando la forma esponenziale delle funzioni trigonometriche. Precisamente si ha: 


jko t -ik oot jkwgt „ко 


ы e e ге е -е к=! 
(V.6.14) КО =a + > Ë = E —-= š ë ë 
> k k E k 
k=1 2 2j Tm 
in cui: 
i ib, “ісері 
e e " [созк wt- jsink@, даст] eum dt 
(V.6.15) k 71,2,3,... o 
n ] pT 
wm zl f(t) dt 
T 0 
Le formule precedena possono essere anche scritte nel modo seguente, tenendo 
conto che: pee | в) 
T | 2 т 
Ap {ко T : 
(V.6.16) f(t) = — 2: o F (ky) e 0 ; Fla) -f Ке) еті аг 
27 k2-o б 


Si vede chiaramente da queste formule che se la funzione periodica che si sta 


considerando ha un periodo T molto grande, e quindi una pulsazione fondamentale Ф, 
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molto piccola, l'espressione della f(t) tende à divenire un integrale effettuato rispetto 


alla variabile Фу» cioé: 


1 +0 
(V.6.17) ft) = =] Fla) e^' dw 
E 2т 


-00 


in quanto i valori di Е(а) da considerare nella sommatoria tendono ad avvicinarsi. D'al- 
tra parte, al crescere del periodo T, la funzione periodica che si sta considerando si 
avvicina come comportamento sempre più ad una aperiodica. Il discorso qualitativo sin 
qui fatto puó essere reso quantitativo ed esatto; per ció si rimanda ai testi di analisi 
matematica 1), Di seguito riportiamo solo i risultati, che vengono usualmente utilizzati 


nelle applicazioni sotto il nome di trasformazione di Fourier. 


Trasformata di Fourier - «Data una funzione del tempo f(t), che abbia sol» 
tanto un numero finito di massimi, minimi e discontinuità e che soddisfi 
la relazione: 


(V.6.18) | It) dr < o Saumo ni РУ? 


-0 


essa si può esprimere nella forma: 
1 +0 
(V.6.19) Кї) = zl Е(о) ei^ 
214-5 
in cui l'integrale è di tipo improprio ed Ғ(о)) è data da: 
+0 . 
(V.6.20) F(w) =f Kt) ei t dt 
-о 


La funzione Е(о)) prende il nome di trasformata di Fourier della 
funzione f(t)». 


La trasformata di Fourier di una funzione éuna funzione comples- 
sa, caratterizzata perciò da un modulo e da- un. n argomento. quindi. da due 


funzioni reali della variabile .& A tali funzioni si dà il nome rispettiva- 
mente di «spettro di an ampiezza» e «spettro di fase». La conoscenza dei 


due suddetti spettri é sufficiente a determinare la corrispondente funzio- 


ne del tempo. ў 


(1) - Si veda ad esempio A. Ghizzetti, L.Marchetti, A.Ossicini, «Lezioni di complemen- 
ti di matematica», Ed. Veschi (Roma), 1972, par.IV.10. 
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E importante tenere presente che lo sviluppo in funzioni di tipo 
sinusoidale di una funzione aperiodica, che avviene tramitela trasforma- 
zione di Fourier, implica la presenza di infinite componenti sinusoidali 


іа à spettro continuo. Ciò significa che l'analisi del circuito in questo ca- 
‘so si può effettuare mediante il metodo dei fasori, lasciando però varia- 
| bile la pulsazione w, Le grandezze elettriche vanno quindi determinate 


|шатісе ип ‘operazione di antitrasformazione del tipo (V.6.19) ela loro F(w) 
‘si determina a partire dalle trasformate di Fourier delle eccitazioni e dal- 
le funzioni di rete relative.!In altre parole si procede in modo del tutto 
simile a quello che si fa nel caso del metodo di analisi basato sulla tra- 


sformata di Laplace, specializzando il metodo al caso 5=) о) Quanto det- 
to richiede, per avere validità dal punto di vista analitico, chele funzio- 4 


пі soddisfino opportune condizioni. i et 


PIZZE 


Il legame tra la trasformazione di Fourier e quella di Laplace può essere posto 
in termini esatti nel modo seguente: «se una funzione Қо. 19! è una funzione del tem- 
.po nulla per t «0, che ammette la trasformata di Laplace FIS), allora Бе езізгеЙа sua 
trasformata di Fourier, essa deve coincidere necessariamente con FO 9; Analogamen- 
te, se la funzione | go ESG) ammette la trasformata di Fourier сө), allora la'sua 
trasformata di Laplace esiste ed è uguale а G(s). 

Per effetto dell'esistenza del legame precedente è possibile effettuare l'anali- 
si in regime permanente nel caso più generale di eccitazioni aperiodiche, esattamente 
come nel caso di Laplace, salvo la sostituzione della variabile s con la variabile ја, 
Vale quindi il seguente procedimento di analisi, che viene detto «metodo di analisi nel 


dominio della frequenza». 


| Metodo di analisi nel dominio della frequenza. 


(Valido ne! caso che le eccitazioni siano trasformabili secondo Fourier). 


1) Effettuare le trasformazioni secondo Fourier delle grandezze impres- 
se. Utilizzare dove possibile la corrispondenza di tab.V.6.1; 


2) Analizzare con il metodo dei fasori il circuito, considerando però la 
a й 
|pulsazione come un parametro; 


3) La generica grandezza elettrica viene ad essere individuata tramite 
i suoi spettri di ampiezza. e fase) L'andamento nel tempo può essere ri- 
cavato con l'operazione di antitrasformazione secondo Fourier. Utilizza- 
re dove possibile la corrispondenza di гаЬ.У,6.1. 
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Tabella V.6.1 - Trasformate di Fourier. 


(a * jo)? 


iM. mi m 
sin egt * u_) (t) s ug(2- o9) + чл (ш + өр) ir pe 
0 


sin wgt іт [ug(o + e9)- ug lw- o9)] 


wg 
cat - 
e sinost u, (t) 
9 А (a*jo)? + wi 


Esempio V.6.6 


Un filtro passa-basso ideale è definito tramite la risposta in frequenza di fi- 
gura V.6.12, cioe: 1) ha una risposta in ampiezza costante ed uguale ad uno nell'inter- 
vallo agi wp dove cg è la sua pulsazione di taglio e costante ed uguale a zero per 
le altre pulsazioni; 2) ha una risposta in fase decrescente linearmente con la pul sazio- 
ne e zero рег w = 0. NA 

Fare vedere che tale risposta provoca l'assurdo fisico che un'eccitazione ap- 


plicata all'istante t — 0, ha un effetto antecedente all'applicazione. 
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arg (H (j w)) 


Fig.V.6.12 - Risposta in frequenza di un filtro passa basso ideale. 


Consideriamo come eccitazione il gradino unitario, che ha la trasformata di Fou- 


rier (tab. V.6.1) uguale a: 
| 1 
\т и (о) + — 
0 jo 


Determiniamo quindi la risposta, moltiplicando la funzione! H(jo) per lo spettro 


"COE а 
dell'eccitazione, cioè: 


1 ED 
UG) = | mug) + — ||нфш)!е” ° 
je 


in cui tot la pendenza della curva arg(H(jo)). 
Calcolando l'andamento della risposta nel tempo mediante la (V.6.19), si ha: 


*eg іш teto) 
e 


dw = 


1 sen jeg) 1 
u(t) = — ug(@) e dw + 
24.5 2т) w 


= 


0 


Eig) = азға 1 1 “ sin w(t- to) 
do = — + — — ces: = 
jo 2 7 Jo w 


p soy E 
жек eim E = ыыы аңы ы ыны 
2 "d. 


2 


s gt ) 
= — + — (si lolt- t.) 
" nd dl 


in cui la funzione Si [...] è la funzione seno integrale 0), L'andamento della risposta 


è mostrato in fig. V.6.13 e chiaramente è assurdo, in guanto è diverso da zero per t < 0. 


(1) - La funzione seno integrale e considerata in dettaglio іп A. Angot, «Compléments 


de mathématiques», Ed. de la Revue d'Optique, 1957, cap.VII.2. 
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Fig.V. 6.13 - Andamento della risposta del filtro. passa-basso ideale ad. un'ec- 
citazione a gradino. 


V.6.4 - Risposta in frequenza di un circuito. 


Il metodo di analisi in frequenza di un circuito fornisce la pos- 
sibilità di individuare il suo comportamento utilizzando il metodo dei fa- 
sori. Cià è vantaggioso soprattutto dal punto di vista pratico. Infatti co- 
me conseguenza della sua applicazione, vediamo che possiamo caratte- 
rizzare il legame risposta-eccitazione, mediante la relativa funzione. di 
rete definita a per_ в. =} Percià, al posto di una funzione di variabile 
complessa s, in conseguenza del metodo precedente, possiamo mettere 
due funzioni reali di variabile reale coincidenti rispetti vamente con il 
modulo el argomento della funzione di rete calcolati per s=j, Tali fun- 
zioni reali prendono il nome rispettivamente di «risposta in ampiezza» 
e «risposta in fase» di un circuito (globalmente vengono chiamate le ri- 
sposte in frequenza del circuito). Vedremo più in dettaglio tali nozioni 
nel $ VI.7.2, poiché quando interessa una sola eccitazione ed una sola 
risposta stiamo già specializzando il circuito al caso 2-porte, conside- 
rato specificatamente nel cap. VI: 

L'importanza della caratterizzazione di un circuito tramite la 
sua risposta in frequenza sta nel fatto che tale risposta è facilmente ri3 
levabile sperimentalmente tramite strumenti opportuni, a differenza sia 
della ris risposta nel tempo sia della risposta nel dominio di Laplace, i 


V;7 - Analisi automatica in regime permanente sinusoidale. 


Quando occorre analizzare in regime permanente un circuito mol- 
to complesso oppure quando interessa l'analisi per molti valori di fre- 
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quenza, è necessario ricorrere all'uso del calcolatore. Utilizzando il me- 
todo dei fasori, il circuito assegnato risulta trasformato in un circuito 
simile ad uno senza memoria, eccitato in continua, con l'unica differen- 
za che i valori dei componenti e le eccitazioni sono numeri complessi; 
per questo motivo i programmi per l'analisi in regime permanente si ot- 
tengono con poche modifiche a partire da quelli in continua. 

Nel presente paragrafo verrà descritto un programma di tale tipo, 
ottenuto come estensione del programma NODI descritto nel $II.7; il 
programma qui descritto ba lo scopo di analizzare in regime permanente 
un circuito elettrico per molti valori della frequenza, in modo da ottene- 
re, per punti, l'andamento della risposta in крл, introdotta nel 
$V64. . 

Nell' appendice V.B verrà fornita la тайне in FORTRAN del 
programma qui presentato, mentre alcuni esempi di applicazione verran- 
no sviluppati nell'appendice V.C.2. 

Lo schema a grandi linee del programma di calcolo è mostrato in 
fig. V.7.1; nel seguito verranno descritti in dettaglio i singoli blocchi. 


Blocco di ingresso dati.| 


L'ingresso dei dati riguar- 
da diverse quantità, alcune relati- 
ve alla rete (componenti e topolo- 
gia del circuito), altre relative al 
campo di frequenza che interessa 
e alle grandezze di cui interessa 
la stampa. 

Per il primo gruppo di dati 
si rimanda al $1.11; il secondo 
gruppo riguarda le seguenti quan- 
cità: 


Calcolo delle im- 
pedenze 


Analisi con il 
metodo dei nodi 


1) dati relativi alle frequenze; so- 
no previste tre grandezze (già uti- 
lizzate nel diagramma di fig.V.7.1): 
F1, F2, DF, di cui le prime due 
indicano il campo di frequenze di 
interesse (da F] a F2, con Е1 < 
< F2), mentre l'ultima indica il 
passo DF. Pertanto l'analisi verrà 
effettuata per tutte le seguenti fre- 


quenze: Fig.V.7.1 - Schema a blocchi del 
programma considerato. 


Stampa dei ri- 
sultati 
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Fl, F1 + DF, F1 + 2 DF, ..., FI+NDF 
fino a F2.: 


2) dati relativi alle grandezze di uscita; tali dati вопо 1); 


NU numero delle grandezze di uscita considerate; 


JU(1), JU(2, ... JU(NU): numeri d'ordine dei nodi per i quali si 
desidera la stampa del modulo della 
tensione in uscita. 


Blocco relativo al calcolo delle impedenze. 


Questo blocco ha lo scopo di trasformare il circuito assegnato 
nel circuito trasformato nel dominio dei fasori, sostituendo a ciascun com- 
ponente la relativa impedenza. Il circuito trasformato è ottenuto in forma 
tale da poter essere direttamente analizzato per mezzo del programma 
NODI descritto nel $ П.7; ciò è ottenuto per mezzo dello schema a bloc- 
chi di fig.V.7.2. 

Per il significato delle quantità NR, R, NI, N2; NL, ZL, NLI, 
NL2; МО, 20, МО1, NQ2, relative alla rete assegnata, si rimanda al 
SLIL 

Lo scopo dello schema di fig. V.7.2 è quello di determinare un 
numero NZ di impedenze pari alla somma del numero NR dei resistori, 
NL degli induttori e NQ dei condensatori; la k-esima impedenza viene 
caratterizzata tramite le seguenti quantità: 


1) ZZ(K) valore dell'impedenza come numero complesso; 
2) NZI(K), NZ2(K) nodi a cui è connessa l'impedenza. 


In fig. V.7.3 è mostrata la convenzione adottata per le impeden- 
ze; si puó notare che essa é identica a quella adottata per i resistori, a 
meno dei cambiamenti di denominazione delle quantità. 

Lo schema a blocchi di fig.V.7.2 viene percorso per ogni valore 
di frequenza‘): inoltre in esso sono previste delle verifiche necessarie 
quando nel circuito non fossero presenti alcuni tipi di componenti (as- 


senza di resistori oppure di induttori oppure di condensatori). 


(1)- Tali grandezze sono le stesse già introdotte e utilizzate nel $ III.G,in relazione al 
programma di analisi con il metodo alle differenze finite. 


(2) - Si puó notare che alcune operazioni effettuate nello schema a blocchi di fig.V.7.2 
non dipendono dalla frequenza; tali operazioni potrebbero pertanto essere eseguite fuori 
dal ciclo delle frequenze, previsto in fig.V.7.1. 


ZZ(K)=R(K)+j0 
NZI (K) = NI (K) 
NZ2(K) = № (K) 


K1=K + NR 
ZZ(K1) - 0 + j OM x ZL (K) 
NZ1(K1) = NLI (K) 
NZ2(K1) = NL2 (K) 


K1 = K + NR + NL 
1 


OM x ZQ (K) 
NZ1 (K1) = NQ1(K) 
NZ2(K1) = NQ2 (K) 


ZZ(K) =0- j 


al calcolo delle 
NE. 


NZ = NR + NL + NQ 


Fig.V.7.2 - Schema a blocchi relativo 
impedenze di figura 
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ZZ(K) 


Fig. V.7.3 - Impedenza k-esi- 
má, шы саага, E NZ1(K) ---ГБ->> NZ2(K) 


Blocco relativo all'analisi con il metodo dei nodi. 


L'analisi del circuito trasformato nel dominio dei fasori non pre- 
senta alcuna difficoltà; essa puó essere infatti effettuata per mezzo di 
sottoprogrammi del tutto simili a quelli già esaminati perl'analisi in con- 
tinua nel $ II.7. Tuttavia è necessario predisporre alcune modifiche che 
tengano conto delle operazioni con i numeri complessi. Ciò vale per il 
sottoprogramma che permette di ottenere dalla rete il sistema risolvente 
e per il sottoprogramma che risolve il sistema stesso. 

Alcuni dettagli delle modifiche necessarie sono riportati nella 
appendice V.B. 


Blocco relativo alla stampa dei risultati. 


Poichè il programma descritto ha lo scopo di effettuare i calcoli 
per ottenere la risposta in ampiezza del circuito dato, occorrerà preve- 
dere delle stampe che forniscano le grandezze d'interesse per ogni sin- 
golo valore di frequenza considerato. 

Le stampe previste sono descritte in modo dettagliato nell'ap- 
pedice V.B. 


Osservazione У.7.1 


L'analisi in regime permanente dà luogo sovente a calcoli mediante valori nu- 
merici variabili entro limiti molto vasti che interessano parecchi ordini di grandezza; 
ciò dà spesso luogo ad inconvenienti nell'esecuzione del programma, acausa delle im- 
plicazioni numeriche associate al numero limitato di cifre. Per limitare tali inconve- 
nienti è sempre opportuno analizzare circuiti i quali siano statipreventivamente norma- 
lizzati; le modalità con cui è opportuno effettuare la normalizzazione sono descritte nel 
$ V.8. 


2 


| V.8 - Normalizzazione in livello ed in frequenza. 


I valori che assumono i parametri che caratterizzano i componen- 
ti disponibili commercialmente sono variabili entro limiti molto vasti, 
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che dipendono dal campo di frequenze in cui è destinato a funzionare il 
circuito in cui essi sono inseriti. Di conseguenza i valori delle resisten- 
ze, capacità, induttanze e della frequenza possono assumere valori mol- 
to grandi о molto piccoli. Ciò è estremamente dannoso per la precisione 
dei calcoli da svolgere nell'applicazione dei metodi di analisi. Infatti, 
quando si eseguono i calcoli le quantità con cui si ha a che fare vengo- 
no rappresentate con un numero limitato di cifre, entro campi di variazio- 
ne bea definiti; Per sfruttare appieno tali campi di variazione occorre 
che i valori delle suddette quantità siano centrati rispetto ad essi, cioé 
abbiano valori il più possibile vicini all'unità, Una situazione ancora più 
pericolosa per le implicazioni numeriche associate è quella che si ha 
quando si utilizza la rappresentazione in virgola fissa; in questo caso 
la centratura preliminare delle quantità usate è essenziale per una loro 
corretta rappresentazione. Si veda a questo scopo quanto detto nel 
$ IL A.1, relativamente a questo problema nella soluzione di un sistema 
di equazioni lineari, del tipo di quelli che si debbono risolvere nei pro- 
blemi di analisi. 

Per riportare i valori dei parametri entro i campi voluti, occorre 
ricorrere ai cambiamenti di scala della frequenza e del livello delle im- 
pedenze. 


У.8.1 - Cambiamento di scala della frequenza. 


Il cambiamento di scala delle frequenze consiste nell'alterare i 
valori delle frequenze i in ragione di una quantità prestabilita f | Contem- 
poraneamente, si altera anche la scala delle pulsazioni e della variabi- 
le di Laplace s іп ragione della medesima quantità f,. Le grandezze 
risultanti vengono indicate come «normalizzate in үи абыз: si ha la 
seguente corrispondenza con le quantità effetti ve - 


E | s 

(V.8.1) gen) =) f | ; ala ; 50) = — 
,8. i 

f | fo Um 
Le (V.8.1) sono usabili nei due sensi, cioé esse vengono impiegate sia 
per effettuare la normalizzazione sia per ricavare, alla fine dei calcoli, 
i valori effettivi (denormalizzazione). E importante tenere presente l' ef- 
fetto che ha la normalizzazione di frequenza sul valore dei parametri più 
comuni e sulle funzioni di rete. Vale la seguente corrispondenza in cui 
con l'apice N siindica il valore normalizzato e senza apice il valore 


effettivo: 
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capacità: CIN) = С f. 


induttanza: LN? =L b. 


(V.8.2) elementi senza memoria (resistenza, rappor- 
to di trasformazione, resistenza di girazio- 
üe, parametri di controllo dei generatori con- 
trollati): inalterati 


Funzione di rete] F(s ) | FIN) (50) = Е(5 00 fo) 


Osservazione V.8.Ì. 


Quando si usa la normalizzazione di frequenza f_, il circuito assegnato viene 


М 
normalizzato in modo che al valore di frequenza ER: t= fs corrisponda il valore 
normalizzato f) = 1 e quindi al valore effettivo di MORTA w= W= 27fj il va- 
lore normalizzato wN} = 27. A volte interessa invece che al valore effettivo w = = wo 
corrisponda il valore normalizzato c) = 1. In questi casi occorre effettuare una nor- 
malizzazione in ragione della quantità у= 276, е allora si parla di pulsazioni nor- 
malizzate, Ovviamente tutte le formule fornite nel presente paragrafo rimangono in tal 


caso valide, purché si sostituisca ovunque il valore c 


0 al posto di f 


0° 


V.8.2 - Cambiamento di scala delle impedenze. 


Il cambiamento di scala del livello delle impedenze consiste nel- 
l'alterare i valori delle impedenze di una quantità prestabilita Ко; con- 
temporaneamente si alterano della quantità inversa 1/R, le ammettenze. 
I valori risultanti vengono indicati come «normalizzati in livello». Vale 
la seguente corrispondenza, indicando sempre con l'apice N i valori nor- 
malizzati e senza apice i valori effettivi. 


resistenza: RN) = А/К, 
capacità: (cera С R, D 


d TUR, 


rapporto di bashirmediüne: inalterato 


induttanz a: 

(V.8.3) 
transimpedenza r: гї) = г/к, 
transammettenza р: ia R, 
8&8 Б 8 Ro 


(segue) 
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resistenza di girazione R: RI = R/R, 


parametri di controllo del generatore 
di tensione controllato in tensione e 
del generatore di corrente controlla- 


to in corrente: inalterati 
(V.8.3) impedenza di ingresso o .di trasferi- 
is mento Z(s): Z Ns) = Z(s)/R, 


ammettenza di ingresso o di trasfe- 


rimento Y(s): YN Xs) = Y(s) R, 


funzioni di trasferimento in tensione 
o in corrente: inalterati 


Le due normalizzazioni in frequenza e e livello sono utilizzate con- 
temporaneamente nelle applicazioni nei due sensi. Infatti è opportuno, 
per gli inconvenienti numerici detti in precedenza, effettuare preventi va- 
mente la normalizzazione prima di risolvere il problema d'interesse. Quin- 
di i risultati ottenuti vanno riportati ai valori effettivi conla denormaliz- 
zazione. Nella tab. V.8.1 sono riassunte le relazioni tra le quantità nor- 
malizzate ed effettive nel caso che siano presenti ambedue le normaliz- 


zazioni. 


Tabella V.8.1 - Legame tra valori normalizzati ed effettivi nel caso di 
normalizzazione contemporanea di frequenza (pulsazione) 
e livello. 


Quantità normalizzata 


E 1 : normalizzazione in frequenza 
Quantità effettiva Ў н 2 
:normalizzazione in pulsazione 


Resistenza R 
Capacità C 


Induttanza L 


Rapporto di trasforma- 


zione(trasformatore) inalterato 
Transimpedenza r (N) = г/к 
Transammettenza g gl) = g Ro 
Resistenza di girazio- (N): — 

ne R R = R/R 


(segue) 


60 
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Quantità normalizzata 


$,- fo: normalizzazione in frequenza 


Quantità effettiva 


e €: normalizzazione in pulsazione 


Parametri di controllo dei 

generatori di tensione con- 

trollati in tensione e ді inalterati 
corrente controllati in cor- 

rente 


Impedenza di ingresso o 
di trasferimento Z(s) z(N)( (N) = 7. (5%) ®y)/ Ro 


Ammettenza di ingresso o 
di trasferimento Y(s) Yi) R. 


Funzioni di trasferimento 
in tensione o in corrente 


F(s) FIN) = gs (00) 


Esempio У.8.1. 


Mettere in evidenza le operazioni di normalizzazione e denormalizzazione se- 


guite nell'analisi del circuito di fig.V.8.1, che rappresenta un filtro passa-basso tipo 


а). 


Cauer 


№112 Fig.V.8.1 - Circuito considerato nell'esempio V.8.1. I valori dei componenti sono: 
R 2600, С, = 27,50, С2-7,813, C37 31,50, C47 46,85, C5= 24,42, Св= 31,88, Су = 
= 15,58, L27 9,899, L ,= 4,244, La= 5,232 (24, nF, mH). 


^ AR Г 4 " v. rd x > А 
5 8%, lig Effettuiamo le normalizzazioni in pulsazione e livello, scegliendo: 


@ = 66.130,5 rad/sec ; R= 6000 


(1) - Lo schema del filtro è preso da R. Saal, «Der Entwurf von Filtern mit Hilfe des Ka- 
talogues normierter Tiefpasse», Ed. Telefunken, 1963. 
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Applicando le corrispondenze di tab.V.8.1 con $ = € , si ha: 


R=1 
C,=1,091; C,-0,3102; С,-1,250; С,-1,859; 
C5=0,9689; Cy=1,265; C7=0,6181; 
L,=1,091; L,-0,4678 ; Lg=0,5767 


Effettuando l'analisi in frequenza del circuito mediante il calcolatore con il pro- 
gramma descritto nel $ V.B, si ottiene per il modulo della funzione di trasferimento in 
tensione ` V ZV, l'andamento di fig.V.8.2. 


4,14 


l f (Hz) 


10525 11288 12325 18092 


Fig.V.8.2 - Risposta in frequenza del circuito di fig.V.8.1, dopo la normalizza- 
zione e successiva denormalizzazione. 


La risposta effettiva del circuito si ottiene denormalizzando la frequenza in fi- 
gura V.8.2. Ció comporta semplicemente la modifica dell'asse.delle ascisse, come in- 
dicato nell'asse riportato in basso nella stessa figura. L'asse delle ordinate rimane i- 
nalterato, in guanto la funzione di trasferimento in tensione non subisce variazioni per 


effetto della normalizzazione in liveilo. 


Osservazione V.8.2. 


L'operazione di normalizzazione può essere intesa in senso più ampio di quello 
fatto, per raggiungere scopi particolari. Di seguito riportiamo un esempio a tale riguar- 
do, relativo alle normalizzazioni generalizzate di frequenza e di livello, usate per tra- 

гамак ci trequenza e di Livello 


sformare un circuito costituito solo da resistori e condensatori in uno costituito da in- 
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durtori e condensatori!!! La normalizzazione generalizzata in livello consiste nel so- 


stituire al posto di Ro una funzione di una variabile р opportuna, cioè: 


(V.8.4) Ro = g(p) 
La normalizzazione generalizzata in frequenza consiste nel sostituire alla va- 


riabile s la nuova variabile p tramite la relazione: 


(V.8.5) s = Қр) 


Per effetto delle due normalizzazioni contemporanee, il resistore di resistenza 


R corrisponde ad un bipolo nella variabile p d'impedenza: 
(V.8.6) ZU (p) = R/g(p) 


ed il condensatore di capacità C ad un bipolo di impedenza: 


1 


(V.8.7) 29) = ———— 
C f(p) в(р) 

Volendo trasformare un circuito costituito da resistori e condensatori in uno co- 
stituito da induttori e condensatori, si vede facilmente che è sufficiente scegliere: 


(V.8.8) FO Т}; Kp) = p? 


In tale modo il resistore corrisponde nella variabile p ad un induttore di indut- 
tanza R ed il condensatore rimane inalterato. Supponendo di conoscere le proprietà dei 
circuiti costituiti da induttori e condensatori è facile ricavare quelle dei circuiti costi- 
tuiti da resistori e condensatori (circuiti RC); infatti la funzione di rete del circuito 


RC è legata a quella del circuito LC nel seguente modo, effettuando la denormalizza- 


zione: 
impedenza di ingresso 2 бшуге ta (5) 
o di trasferimento RC p LC'P 
р={з 
ammettenza di ingresso - 
(V.8.9) o di trasferimento Үрс(ѕ) = {р Y, c), Kr 


funzione di trasferimento cat 
in tensione o in corrente Frc(8) E (Fuch үс 


(1) - La trasformazione riportata come esempio ё la base del metodo рег la derivazione 
delle proprietà dei circuiti costituiti da resistori e condensatori da quelle dei circuiti 


(segue) 
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V.9 - Caratterizzazione nel dominio della frequenza di alcuni cir- 
cuiti tipici. 


La caratterizzazione nel dominio della frequenza dei circuiti è 
di fondamentale importanza, in quanto, come messo in evidenza nel pa- 
ragrafo precedente, è la più facilmente rilevabile per via sperimentale. 
Il caso più importante dal punto di vista delle applicazioni, cioè quello 
in cui interessi una sola eccitazione ed una sola risposta (caso della re- 
te 2-porte), verrà considerato in dettaglio nel $ VI.7.2. Nel caso presen- 
te limiteremo la nostra attenzione ad una categoria di circuiti elementa- 
ri di grande importanza pratica: i circuiti risonanti. ‘La caratteristica di 
questi circuiti è il fenomeno della «risonanza», che consiste in un'inten- 
sificazione io dell'effetto dell'eccitazione, quando ilcircuito con- 
siderato si trova in una situazione particolare, detta di «risonanza». Il 
fenomeno della risonanza è chiaramente visibile nel dominio della fre- 


R 
s 
С C, Fig.V.9.1 - Circuiti risonanti: 
p a) parallelo; b) serie. 
L 
s 
b) 


V.9.1 - Circuito risonante parallelo. 


Consideriamo per primo il circuito risonante parallelo, eccitando- 
lo con un generatore di corrente sinusoidale di ampiezza unitaria e fre- 
quenza variabile. Come risposta consideriamo la corrente i, che scorre 
nel resistore. Usando i fasori, si ha (fig.V.9.2): 


costituiti solo da induttori e condensatori. Si veda ad esempio G.Martinelli, « Sintesi 
delle reti elettriche», Ed. Siderea, 1970, Vol.I, $ 1.8. 
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G, 1 
(V.9) L-1; = - 
> Фо 
0 [72] 
in cut ^ 
V.9.2) EAE EC : 
(V.9 0-%;С, e” > T 5 Wo 


Fig.V.9.2 - Circuito risonante pa- 
rallelo con eccitazione mediante 
generatore di corrente. 


Il rapporto tra risposta ed eccitazione è di conseguenza: 


i Ë 
(V.9.3) ze [De 
P c Wo 2 
кы у | 
620 сд 
со Wo 
(V.9.4) arg (Ig /1,) = -апак[о(=—- 222] 


Gli andamenti di tali due funzioni, che definiscono la risposta in 
frequenza del circuito risonante parallelo, sono riportati in fig.V.9.3. Il 
fenomeno della risonanza risulta chiaramente visibile nell'andamento del 
modulo, in quanto al variare di c l'effetto, a parità di causa, varia no- 
tevolmente, essendo esaltato in teen alla pulsazione Wo} Per 


questa ragione alla pulsazione Qs definita n nella (V.9.2),si dà il nome 


za di risonanza». L'entità della risonanza, cioè della rapidità di varia- 
zione dell'effetto al variare della pulsazione dipende dal coefficiente Q, 
a cui si dà di conseguenza il nome di «coefficiente di risonanza». In 
particolare il coefficiente Q fornisce una misura diretta della forma del- 
la «campana» che rappresenta l'andamento del modulo della risposta. In- 


fatti, se calcoliamo i valori di pulsazione per i quali il modulo al qua- 
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drato della risposta é ridotto a metà del valore (!) che ha in corrisponden- 
za alla risonanza, si trova 


1 f11 а 1 1 
V. Ж — a ==— . — = — t — 
(V.9.5) E ue 20 


Modulo 


w/ в 


Argomento 
o 


' ' ' 
wa» 
оо o 


Fig.V.9.3 - Andamento del modulo e dell'argomento della risposta in fre- 
quenza del circuito risonante. 


(1) - Utilizzando le unità logaritmiche, tale riduzione corrisponde a 3 dB, poiche la mi- 
sura in decibel (dB) e definita da: 


- 20 10510 | risposta | = decibel 


Le pulsazioni che si considerano, definiscono di conseguenza la banda entro cui l'at- 
tenuazione è inferiore a 3 dB. 
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I valori che interessano in pratica per il coefficiente Q sono mol- 
to maggiori di uno, per cui: 


e pr »1 
о 7 20 9 


0 


(У.9.6) 


а cul corrisponde: 


1 1 
(V.9.7) һ=в (1-35) £,-f, EES 


Di conseguenza il coefficiente Q è uguale a: 


(V.9.8) gati 


che corrisponde alla seguente definizione: 


Definizione V.9.1 - «Il coefficiente di risonanza di un circuitorisonante 
é il rapporto tra la frequenza di risonanza e la larghezza della banda di 
frequenza per cui la risposta in ampiezza è ridotta per non più di 1/ 42 
di quella a risonanza (3 dB). Tale definizione vale solo se il coeffi- 
ciente Q ë sufficientemente maggiore di uno». 


La definizione V.9.1 fornisce un procedimento operativo per mi- 
surare sperimentalmente il coefficiente di risonanza Q. 


V.9.2 - Circuito risonante serie. 


Consideriamo il circuito risonante serie, eccitandolo mediante 
un generatore di tensione sinusoidale di ampiezza costante e pulsazio- 
ne variabile, come indicato in fig.V.9.4. Come risposta consideriamo la 


tensione vg ai capi del resistore R,. Usando i fasori, si ha: 


R 1 


s 


(V.9.9) V ue è ir WS ТТС: 
R_+joL te 1+j0(* - to) 
s s jo C 


a Wo со 


Dalla (V.9.9) si vede chiaramente che il comportamento del cir- 
cuito risonante serie, eccitato con un generatore di tensione e conside- 
rando come risposta la tensione sul resistore, coincide con quello del 
circuito risonante parallelo, eccitato con un generatore di corrente e con- 
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Fig.V.9.4 - Circuito riso- + 
nante serie eccitato con v_=coswt R 
un generatore ditensione. Е 


siderando come risposta la corrente nel resistore. Di conseguenza si pos- 
sono estendere al caso serie tutto quello che è stato detto per il caso 
parallelo. 


V. 3 Considerazioni fisiche ed energetiche sulla risonanza. 

Il fenomeno della risonanza è caratterizzato dal punto di vista fi- 
sico dall'equilibrio tra l'azione del condensatore e quella dell'induttore. 
Ciò può essere visto sia in termini energetici sia in termini di corrente 
per il circuito risonante parallelo ed in termini di tensione per il circui- 
to risonante serie. 

С — Consideriamo il circuito risonante parallelo. In questo caso i fa- 
sori delle correnti che percorrono i tre elementi, rapportati al fasore del- 
la corrente del generatore (fig. V.9.2) valgono: 


e 1 
паа аз 
1+} (2-0) 
Wo [29] 
[73] 
Те 19 2 
(V.9.11) 1. = iS 
со w 
G +јос + ——  1-4jQ(—-— 
p J P 
јо Wo 
p 
1 : 
L -jQ — 
La Jet, E а) 
L. 1 ы 4 а) ш 
G+joC, +: сасе 
jeL, wy C 


Si vede dalle formule (V.9.11) che negli elementi reattivi, in cor- 
rispondenza della risonanza: 


1) le correnti nel condensatore e nell'induttore differiscono solo per il 
segno; 
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2) il modulo della corrente che scorre in ciascuno degli elementi reatti- 
vi è І0| volte maggiore di quello della corrente che scorre nel resistore, 
che coincide con la corrente erogata dal generatore. 
РЕ i EIE EE 

La a prima osservazione mette in evidenza l'azione di bilancia- 
mento tra le azioni del condensatore e dell'induttore, per effetto del qua- 
Ie si ha 1а risonanza. La seconda osservazione deve essere tenuta pre- 
sente nella е вав effettiva delle correnti che scorrono negli ele- 
menti. Per valori elevati del Q la corrente negli elementi reattivi è di 
ampiezza notevolmente maggiore di quella che il circuito risonante as- 
sorbe esternamente dal generatore.\In particolare dalla osservazione 2) 
scaturisce la seguente definizione del coefficiente Q nel caso del cir- 
cuito risonante parallelo: 


Definizione V.9.2 - «Il coefficiente di risonanza di un circuito risonan- 
te parallelo è definito come il rapporto tra l'ampiezza della corrente in 
uno qualsiasi dei due elementi reattivi (condensatore o induttore)e l'am- 


».^,piezza della corrente erogata dal generatore quando la frequenza della 


eccitazione è quella di risonanza». 


Un'ulteriore definizione del coefficiente di risonanza è basata 
sull'aspetto energetico del bilanciamento delle azioni del condensato- 
re e dell'induttore. A questo scopo calcoliamo l'energia media imma- 
gazzinata in questi due elementi, in funzione della corrente del genera- 
tore di corrente (fig. V.9.2). In base alle (V.5.43) e (V.5.49), si ha: 


(V.9.12) 


MI 
lI 
| 
O 
< 
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In corrispondenza della risonanza risulta: 


^ 1 < 1 
= ИК с. S = ° = 
(V.9.13) 5,2159 : S = т1,9* ; ошар 
Contemporaneamente la potenza attiva dissipata sul resistore va- 
le R / 2. Quindi tenendo conto di ció e della (V.9.13), si vede che: 


(V.9.14) Q-o, 


da cui scaturisce la seguente definizione alternativa di Q: 


Definizione V.9.3 - «ll coefficiente di risonanza di un circuito risonante 
è il prodotto della pulsazione per il rapporto tra l'energia media imma- 
gazzinata negli elementi reattivi e la potenza attiva assorbita dal resi- 
store in corrispondenza alla risonanza». 


Consideriamo ora il circuito risonante serie nella situazione di 
eccitazione di fig.V.9.4. In questo caso i fasori delle tensioni applicate 
ai vari elementi valgono: 


ws 1 
a5 
meen 
со [29] 
0 
i г 09 
ЗОВЕ ЭЕ іс, E Mes 
к: с R +joL + 1⁄2 C < ЭЖ.” 
MART CES 
0 w 
. с 
јо, 22-7 


Were. 
L R +jeL +WUj@C, iejo( Z. 2) 
fy 


Da queste formule derivano osservazioni analoghe a quelle che 
abbiamo fatto nel caso del circuito risonante parallelo ed in particolare 
una definizione analoga alla V.9.2, cioè: 


n 
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Definizione V.9.4 - «ll coefficiente di risonanza di un circuito risonante 
serie è definito come il rapporto tra l'ampiezza dellatensione ai ca- 
pi di uno qualsiasi degli elementi reattivi e l'ampiezza della tensione 
impressa dal generatore, quando la frequenza dell'eccitazione è quella 


di risonanza». 


Una conseguenza interessante di questa definizione è che nel 
caso di circuiti ad alto Q la tensione ai capi degli elementi reattivi è 
molto più elevata di quella del generatore. Si ha perciò un aumento no- 
tevole della tensione, a cui è è opportuno fare attenzione. Nel caso del 
circuito risonante serie l'energia media immagazzinata nei due elementi 


reattivi vale: 


B. "—— 
2 
w 
1 e m) 
‘A w 
SE, 
d. 5 "are 
19? ( 2.20) 
©, w 
(V.9.16) 
e (Z) 
È 1 di + 1 ао Ж 
L3 gh lj =J рү? 2 = 
à 1+0 (2-2) 
Wo а) 
1 
— G O0? 
= á di 
EE 
[05] со 


0 


Tenendo conto che la potenza attiva dissipata sul resistore vale 
1/2R, e che a risonanza: 


(V.9.17) (ЖЕ), aT 3” Q? 


si ottiene che,anche nel caso del circuito risonante serie, il coefficien- 


te di risonanza “раб essere caratterizzato mediante la definizione б ОЛ 3. 
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V.9.4 - Legame tra coefficiente di risonanza ed i coefficienti di merito 
dell'induttore e del condensatore. 


La presenza di un resistore nei due tipi di circuiti risonanti è do- 
vuta al fatto che l'induttore ed il condensatore reali sono affetti da per- 
dite. Come messo in evidenza nel $1.6.7 tali perdite vengono schematiz- 
zate mediante opportuni coefficienti di merito che dipendono usualmente, 
oltre che dalla tecnologia con cui vengono realizzati gli elementi, anche 
dalla frequenza. Chiamando соп Q, е con Q, i coefficienti di merito 


dei due elementi reattivi рег о = c, ed utilizzando il circuito equiva- 


II ea E i { 
| 

| а 41 " ! | 

| L, Or "s СО, | 

| 111. v V v Те | | 

ZIO i na dr eee ыш 


Fig.V.9.5 - Circuiti risonanti parallelo e serie realizzati con componenti 
reattivi reali. 


lente serie o parallelo di fig.L 6.9, si ha per i due tipi di circuiti riso- 
nanti la situazione di fig. V.9.5. Si vede che il coefficiente di risonanza 
nei due casi vale: 


"ux 1 Е= 1 J 1 1 
caso serie: — = = db ==; w 
Q wL, wL, Q, o C,Q. 0, Q. 
(V.9.18) 
1 1 we, 1 1 
caso parallelo: — = wL —— = «eL Pn ышы di 
Q "R. °|. Q. Qo Р O, 


che dimostra la seguente proprietà: 
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Proprietà V.9.1 - «Il coefficiente di risonanza di un circuito risonante ё 
sempre inferiore al coefficiente di merito deglielementireattiviche com- 
pongono il circuito risonante». 


Ulteriori notizie e proprietà riguardanti i circuiti risonanti pos- 
sono essere trovate in un qualsiasi testo di radiotecnica. Si veda ad e- 
sempio: F.E. Terman, «Electronic and Radio Engineering», McGraw-Hill, 
1955, Сар. Ш. 


APPENDICI AL CAPITOLO V 


Nel par. V.4.4 è stata considerata la soluzione di un sistema tri- 
fase generico, nel quale non vi era alcuna relazione fra le tensioni e le 
correnti di fase. Tuttavia, in molte applicazioni, risultano particolar- 
mente importanti quei sistemi trifase nei quali il triangolo delle tensio- 
ni e quello delle correnti, nel piano dei fasori, soddisfano a particolari 
condizioni di simmetria. Nel. presente. paragrafo verranno presi in esame 
tali sistemi e verranno descritte alcune loro proprietà caratteri stiche.| 


| Daa [Sistemi trifase simmetrici ed equilibrati. à 


Con riferimento alla fig.V.A.1, si considerino le tre tensioni stel- 


je EL Е,, Ex Se esse godono delle seguenti proprietà: 


Fig.V.A.1 - Schema generale di un sistema trifase. 
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(V.A.1) E -Ee ^ 3 


K 


EX con k=1,2,3 “ 


ove Ë è un vettore generico, allora il sistema trifase viene detto sim- 

metrico, di tipo diretto! Se invece della (V.A.T) è soddisfatta la seguen- 
II, 

te proprietà: 


27 
j(k-1) >= 
(V.A.2) E BER 5 .— co k=1,23 


k А 
ў ` 
allora il sistema trifase viene detto simmetrico di tipo. inverso. Ripor- 
tando le tre tensioni stellate sul piano dei fasori, si ottengorio i dia- 
grammi riportati nella fig.V.A.2, per il caso diretto a) e per il caso in- 
verso b), avendo scelto arbitrariamente E = j. 


Fig.V.A.2 - Diagramma delle tensioni stellate e concatenate per sistemi 
trifase simmetrici; a) sistema trifase simmetrico diretto, b) sistema tri- 
fase simmetrico inverso. 


E evidente dalle fig. V.A.2 che anche le tre tensioni concatenate 


V ov Van: Via godono di particolari condizioni di simmetria ed in parti- 
colare IS tutte lo stesso modulo [ V;j è facile ricavare la relazione 


fra il modulo d'a ed il modulo E delle tensioni stellate.) Tale relazione 


è Ta seguente: 3 
(V.A.3) i= Ü E| 

Se le tre impedenze di carico Z,, Z,, 2, sono uguali fra loro: 
(V.A.4) la LE 3 


allora anche le tre correnti di fase 1,, 1,, 1, godono di particolari con- 
dizioni di simmetria. Infatti, in questo caso, in base alla (V.4.6), si ri- 
cava рег la tensione E fra і nodi 0 e 0' di fig.V.A.l: 

(V.A.5) E =0 


x 
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Pertanto le tre correnti di fase si possono ricavare con le relazioni se- 
guenti: 


(V.A.6) |, =Ë Z co k=1,2,3 


Quindi le correnti di fase godono di proprietà del tutto analoghe alle 
(V.A.1) per i sistemi diretti e (V. A.2) per i sistemi inversi.In questo ca- 
.So il sistema trifase prende il nome di «equilibrato ». 

Il diagramma delle tensioni e delle correnti per un sistema trifa- 
se simmetrico ed equilibrato è mostrato in fig.V.A.3, nel caso diretto. 


Fig.V.A.3 - Diagramma delle 
tensioni stellate e delle cor- 
renti di fase per un sistema 
trifase simmetrico ed equili- 
brato. 


Applicando le definizioni di potenza attiva e reattiva, date nel 
$ V.5, si ottiene per un sistema trifase simmetrico ed equilibrato: 


| 
"0 
Il 
M 
| 
= 
о 
m 
i 
Il 


; |3 
(V.A.7) potenza attiva - de 3 "^ із E-I cos Фе 


L 


| 
= 
о 
о 
Ф 
© 


ove I è il modulo comune delle tre correnti di fase е Ф è l'angolo di 
sfasamento fra ciascuna tensione stellata e la relativa corrente di fase, 
come mostrato in fig. V. 4.3. La potenza P, rappresenta la potenza at- 
tiva trasferita globalmente dai tre generatori verso le tre impedenze di 
carico. Per la potenza reattiva si ha: 


1 


3 
(V.A.8) Doe X > Im [Е 
=1 


, IE) “paano vicino 


Una notevole proprietà si ha nei riguardi della potenza istanta- 
nea totale transitante dai generatori verso il carico. Utilizzando infatti 
la (V.5.7) si ottiene: 
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3 3 1 1 
у= 25 = > R 2 JER z c .j2ex) 
p(t) ca FIM > Rella |+ z Ке PAR. 


Tenendo conto delle (V.A.1) e delle (V.A.6) si ottiene: 


р(0 = РЕ ‘I cos Ф = re | =: enel 4 sees] 
Essendo: 

(V.A.9) i š 2 EE em 

risulta: 

USED) p(t) = =E I cos Ф 2 


e pertanto si ottiene la seguente proprietà? ): 


Proprietà V.A.1 - Un sistema trifase simmetrico ed equilibrato trasferi- 
lisce dai generatori verso il carico una potenza istantanea totale costante 
те! tempo ed uguale alla. potenza. attiva totale | 


нева 


Osservazione V.À.l. 


La proprietà У.А.1 mostra che, a differenza del caso generico in cui la poten- 
za istantanea p(t) in regime permanente dipende dal tempo (si veda ad esempio la fi- 
gura V.5.2 riferita al circuito di fig. V. 5.1), nel caso di un circuito trifase simmetrico 
ed equilibrato si ha l'indipendenza dal tempo della potenza istantanea totale; natural- 
mente la proprietà V. À.1 non vale nei riguardi delle singole potenze istantanee assor- 
bite da ciascuno dei tre bipoli costituenti il carico. 

In base alla proprietà suddetta è facile prevedere che il trasferimento di ener- 
gia dai generatori verso il carico, nel caso dei sistemi trifase simmetrici ed ecuilibra- 
ti debba avere dei vantaggi rispetto al caso generico, poiché in quest'ultimo caso la 
potenza attiva è pari solo in media alla potenza istantanea e non istante per istante. 
Tale risultato può essere provato facilmente facendo riferimento ai due circuiti mostra- 
ti nelle figg.V.A.4a e b. 

Il circuito di fig.V.A.4a mostra un carico trifase alimentato da unalinea carat- 


terizzata da tre resistori di resistenza R; il circuito di fig.V.A.4b mostra invece un 


(1) - Si vede facilmente che la proprietà V.A.1 vale anche per i sistemi trifase di tipo 
inverso. 
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singolo bipolo alimentato da una linea caratterizzata da due resistori di resistenza R. 


Quest'ulti mo circuito verrà denominato per contrapposizione «circuito monofase». 


R 


b) 


Fig.V.A.4 - Confronto fra un circuito trifase simmetrico ed equilibrato (a) ed 
un circuito monofase (b). 


Considerando come «utile» la potenza dissipata sul carico e come «perduta» la 


potenza dissipata sui resistori di linea, nel caso trifase si ottiene: 


3 
(V.A.11) potenza utile = — ЕСІ cos = pi 
2 


3 
(V.A.12) potenza perduta = — ІП 2% = pes 
2 


mentre nel caso del circuito monofase si ottiene: 


1 
(У.А. 13) potenza utile = — Е'1 соѕФ = pu 
È 


(V.A.14) potenza perduta = li |2 R= p" 


Effettuando il rapporto fra potenza utile e potenza perduta, si ottiene: 


(V. A.15) р(1)/р(1) = 2 р(2) /р(2) 
u p u P 


che mostra la convenienza del sistema trifase rispetto a quello monofase nei riguardi 


della trasmissione dell'energia nel caso simmetrico ed equilibrato. 
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V.A.2 - Sistemi trifase non simmetrici e non equilibrati. 


Nelle applicazioni, il caso det sistemi trifase perfettamente sim- 
metrici ed equilibrati è difficile da ottenere, in quanto uno squilibrio sul- 
le tre impedenze di carico dà luogo ad uno squilibrio fra le tre correnti 
di linea e quindi una dissimmetria fra le tre tensioni sul carico a causa 
delle impedenze interne dei generatori (pur ammettendo perfettamente 
simmetrico il sistema delle tensioni a vuoto). Pertanto risulta molto im- 
portante il caso dei sistemitrifase che si discostano da quelli considera- 
ti nel paragrafo precedente. ' 

Tuttavia il caso simmetrico ed equilibrato conserva la sua impor- 
tanza a causa della seguente proprietà, che permette di ricondurre ad es- 
so anche il caso più generale. 


Proprietà V.A.2 - Ogni terna di grandezze (tensioni o correnti) costitui- 
ta da tre vettori generici A, А,, A. si può sempre suddividere nella 
somma di tre terne, nel modo seguente: 4 


a) una terna trifase simmetrica diretta À A А аз; 


dl? d2? 
b) una terna trifase simmetrica inversa A.,, А.„, А.;; 


c) una terna monofase А, А, Ao 


La dimostrazione della proprietà V.A.2 si riduce alla risoluzione di un sistema 
di tre equazioni in tre incognite. Infatti la proprietà stessa si può esprimere analitica- 


mente nel modo seguente: 


Ap t ^a + А, = Ai 
(V. A.16) Ao t A ао А. = A, 
Ap * Aag t Ais = A, 
27 
y 
Ricordando le (V.A.1) e le (V.A.2), detto a = e 3 , si ha 
rn er = E “2 
Азу ^i. [As әш» ЫШ атас) 
(V.A.17) 1 =. o лз сс. 
п ^ А; Ag Al у Аз Ai 
e tenendo conto che (аЗ = 1) si ha а"! = al ‚ ?=а, LES IS 96 


Quindi il sistema (V. À.16) diviene: | | қ 

/ -J š a бү: fd le В (Js А 4.2 А 
^ icm ALL de 8 Cav ll (7 | M 

Adi E g fidi 


Ads = L Qd da 


V.A.2 Sistemi trifase non ADR e non equilibrati 
2 DET. a 
Jc L 4 005 ⁄ A -ol TES 
7 d“ ( - Әк HLX = 
ІМ 4. 


T 
1 1 1 А, А, 
, 2 < 
(V.A.18) l a a. àl*|^4 
] a a? i A, 


Essendo il determinante dei coefficienti diverso da zero, si possono ricavare le 
tre incognite A o ^a e A; 


„il che dimostra la proprietà (V.A.2).\ 


dr sistema MV. A. 18) permette anche di determinare la formula per il calcolo di 


Ao; Ai e A;; infatti | ricordando che ld а =0,: si ottiene facilmente) 


1 
Ao 7 3 uix o 


1 
= 2 
(V.A.19) A, = : (Aj “А,а%А,47) 


1 
2 
A; = 3 (A tA, c * A, а) 


Le formule (V. A.19) possono essere utilizzate facilmente anche pervia grafica 
osservando che a è un operatore che ruota un vettore di un terzo di angolo giro in sen- 
so antiorariox tal tale i interpretazione grafica è data in duis v. А.5. \ 


Fig.V.A.5- Costruzione grafica per ot- 
tenere la suddivisione di una terna di 
tre vettori secondo la proprietà V.A.2 
in base alle formule (V.A.19). 
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La proprietà V.A.2 è notevolmente importante in molte applica- 
zioni, quali ad esempio quelle riguardanti le macchine elettriche sia nel 
caso che la si utilizzi per trattare una terna non simmetrica di tensioni 
sia nel caso di una terna non equilibrata di correnti. Particolarmente u- 
tili sono le conseguenze di tale proprietà sulla potenza complessa tran- 
sitante globalmente in un sistema trifase. 

Considerando infatti un sistema trifase generico, la potenza com- 
plessa assorbita dal carico risulta: 


3 
(V.A.20) P = 5 PLE > E 
p 2 k-21 


Supponendo che il sistema trifase sia non simmetrico e non equi- 
librato, applicando la proprietà V.A.2 si ottiene: 


1 3 NV. 
(V.A.21) P. =s EQ (Fot Fat En) latta) 


tenendo conto che il termine monofase della corrente è nullo in base alla 
prima della (V.A.19), essendo > i, =0. La (V.A.21) si può semplificare 
notevolmente, poiché: 


5 5 5 É #r 
Е---0 Е. = 0 6-0; EU 
ba 5 ; ke SK ni Эрш ЧЕ к-і ЧЕ 

5 ж 3 * 

Ea p @ os E, 14, = @ 

Quindi si ottiene: 
LU аккан анны I M RM | 

(V.A.22). P. DA Жел” d 


Pertanto la potenza complessa totale è pari alla somma delle po- 
tenze trasportate dai due sistemi trifase simmetrici ed equilibrati, diret- 
to e inverso, essendo nulli tutti i termini mutui nell'espressione (V. A.21). 
Si ha pertanto la seguente proprietà: 


Proprietà V.À.3 - «La potenza complessa trasportata da un sistema tri-| 
fase generico è pari alla somma delle potenze complesse trasportate ѕіп-| 
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golarmente dai due sistemi trifase simmetrici ed equilibrati, diretto ed 
inverso, ottenibili applicando la proprietà V.A.2 alla terna delle tensio- 
ni e alla terna delle correnti». 


Ovviamente la proprietà V.A.3 dà luogo a due analoghe proprie- 
tà riguardanti la potenza attiva e reattiva. 


Esempio V.A.l. 


Assegnato il sistema trifase simmetrico di fig. V.A.6,ricavare con il metodo gra- 
fico la terna delle correnti di fase. Suddividere quindi tale terna secondo la proprietà 


V.A.2 ed ottenere la potenza assorbita dal carico utilizzando la proprietà V.A.3. 


Fig.V.A.6 - Sistema trifase simmetrico e non equilibrato considerato nell'esem- 
pio V.A.1, E-200V, R - 10 (). 


Utilizzando la (V.4.6) si ottiene la tensione del nodo 0" rispetto al nodo 0, E.. 


Si ha: 
i ha E, 
E, + E,G t E,G E E, 
E. = = = =- — 
G 5 5 
— + 26 <= 
2 
Utilizzando il metodo grafico e scegliendo arbitratiamente pari а 7/2 la fase di 
E,, si ottiene il diagramma delle tensioni indicato in fig. V. À.7 a; il corrispondente dia- 


1° 
gramma delle correnti è riportato in fig. V. À.7 b. 


Dalla fig. V. A.7b si ottengono i seguenti valori approssimati per le correnti: 


LS jB: bS 155-36; I 


. A Е-17,5-16 (А) 


3 
Suddi videndo la terna delle correnti in base alla proprietà V.A.2, secondola co- 
struzione di fig. V. 4.5, si ottiene il diagramma di fig. V.A.7 c; dal suddetto diagramma 


si ottengono i seguenti valori approssimati di 31 e 3H: 
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da . n . 
Dil = ) 48 ; 21,2312 (A) 
МЕҰ `. ки ы 
da cui si ottiene ha 7) 16. e L. == 4, 
Per quanto riguarda la potenza, si ottiene che la potenza reattiva ë nulla, es- 
sendo il carico resistivo ed inoltre risulta anche nulla la potenza trasportata dal siste- 


ma trifase inverso delle correnti, essendo il sistema trifase delle tensioni simmetrico 
e diretto. Pertanto, per la potenza attiva, si ha: 


* 


3 3 Ж 
P = У E 1 Бел = 4800 W 


1 
я M T dk 


100 volt 
a) 


Fig.V.A.7 - Diagrammi utilizzati nell'esempio У.А.1. 

a) diagramma delle tensioni; 

b) diagramma delle correnti; 

c) diagramma per ricavare i sistemi equilibrati diretto 
e inverso delle correnti. 


APPENDICE V.B - Programma FREQUENZA. 


Nella presente appendice viene riportata la lista ia FORTRAN 
del programma. FREQUENZA, che permette di analizzare in regime per- 
manente un circuito elettrico con il metodo dei fasori. Tale programma è 
la traduzione fedele dello schema a blocchi descritto nel $ V.7 (figure 
Moab se ЖАРАР 
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Il programma FREQUENZA utilizza le subroutine NODII e GAUSS, 
per la cui descrizione si rimanda all'appendice П.В del cap.II; tuttavia 
tali subroutine devono essere nel caso presente lievemente modificate, 
allo scopo di permettere l'esecuzione dei calcoli nel campo dei numeri 
complessi. mentre in origine. per l'analisi in continua, era necessario 
solo l'analisi nel campo reale. Poiché tali modifiche riguardano poche 
frasi, riportiamo di seguito solo le frasi da modificare rispetto alla lista 
di istruzioni dell'appendice II.B. 


Modifiche alla subroutine NODII. 


1) Dichiarare complesse le quantità A, B, R. 


2) Eliminare la frase dichiarativa «doppia precisione», che risulta in- 
compatibile con l'analisi nel campo complesso. 


Modifiche alla subroutine GAUSS. 


1) Dichiarare complesse le quantità A, B, SUM, PIV. 
2) Eliminare la frase dichiarativa «doppia precisione ». 


3) Sostituire le frasi contenenti il calcolo del valore assoluto nel cam- 
po reale (DABS), con altre contenenti il calcolo del modulo nel campo 
complesso (CABS). 


Di seguito verrà descritto il modo con cui presentare i dati che 
descrivono il circuito da analizzare e le stampe previste in uscita; se- 
guirà la lista delle istruzioni del programma. 

Nell'appendice V.C.2 verranno riportati vari esempi di applica- 
zione del programma FREQUENZA; in particolare, per ogni esempio, ver- 
ranno indicate le schede di ingresso dei dati e le stampe di uscita. 


V.B.1 - Dati di ingresso. 


Le schede che formano l'ingresso di ogni problema che si vuole 
risolvere con il programma FREQUENZA sono, in gran parte, le stesse 
utilizzate per i dati di ingresso del programma TEMPO, riguardante l'a- 
nalisi con il metodo alle differenze finite e descritto nell' appendice 
III. B а! сар. Ш. Facendo riferimento a tale appendice, ed in particolare 
al Š IIL B. 1 relativo ai dati di ingresso, di seguito verranno riportate so- 
lo le differenze del caso presente rispetto a quello citato. 
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Le schede indicate da a) fino ad h), riguardanti la struttura del 
circuito e il valore dei componenti, sono identiche, salvo: 


1) tutti i formati di ingresso relativi alle variabili reali sono modificati 
in Е10.3 (semplice precisione), invece di D10.3 (doppia precisione); 


2) le schede c), relative agli induttori, e d), relative ai condensatori, 
devono essere private dei dati relativi alle condizioni iniziali e pertan- 
to il formato di ingresso diviene per ambedue: E10,3, 213 


Le schede indicate con i) e 1), riguardanti le grandezze che in- 
teressa ottenere come uscita, rimangono invariate e mantengono lo stes- 
so significato previsto nel Š III.B. 1. 

La scheda m) è omessa e sostituita con la seguente: 


m)- Una scheda dati nella quale è indicato nell'ordine: 
- la frequenza iniziale; 
- la frequenza finale; 


— il passo di incremento delle frequenze. 


Il formato di ingresso è il seguente: 3F10.3. 


Osservazione У.В.1 


Il programma FREQUENZA è stato elaborato. con finalità didattiche,allo sco- 
po di ottenere la risposta in ampiezza di una rete per vari valoridella frequenza. Esso 
ha pertanto dei limiti di utilizzabilità derivanti principalmente dalle seguenti osserva- 
zioni: : 

1) i calcoli sono eseguiti in semplice precisione; ciò rende inadatto il programma per 
analizzare circuiti con un numero di nodi superiore alla decinae che danno luogo a si- 


stemi mal condizionati; 


2) riguardo a tutti i generatori indipendenti, è previsto l'ingresso solo con quantità rea- 
li; pertanto tali generatori devono avere tutti la stessa fase (questo peraltro è il caso 


più comune quando interessa la risposta in ampiezza); 
3) i valori della frequenza sono in progressione aritmetica, mentre in molti casi è ri- 


chiesta una diversa classe di valori. 


e . . B B ... . B - 
E evidente che, mentre alcuni dei limiti suddetti possono essere rimossi cən 


piccole modifiche al programma, altri necessitano modifiche più sostanziali. 
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V.B.2 - Dati di uscita. 


Prima di presentare i dati relativi alla soluzione del problema 


dell'analisi del circuito, vengono stampati, a scopo di controllo, i dati 
di ingresso relativi al circuito stesso. Seguono le stampe riguardanti la 
soluzione e sono rappresentate da tante righe di stampa quanti sono i 
valori delle frequenze. Ciascuna riga contiene nell'ordine le seguenti 


quantità: 


— un numero d'ordine; 


- il valore della frequenza; 


- i valori delle ampiezze delle tensioni richieste dei vari nodi rispetto 
al nodo di riferimento. 


00-0 Q £U Nt 


10 


NONO 


m 


PROGRAMMA 
COMPLEX А, 
DIMENSION 
DIMENSION 
DIMENSION 
DIMENSION 
DIMENSION 
DIMENSION 
DIMENSION 
DIMENSION 
DIMENSION 


READ(S?1)N 
FORMAT (813 
МАІТЕ (6,2) 
FORMAT C1HO 
*6X: 'NUMERO 
*6X» 'NUMERO 
*6X» "NUMERO 
%6Х, NUMERO 
*6X» 'NUMERO 
*6X» 'NUMERO 
*6X» *NUMERO 
IF (NR) 11»1 
READ(5«3)( 
ЕОЯМАТ(Е10 
WRITE(6,4) 
FORMAT C1X» 
CONTINUE 
IF(NL)23:2 
READ(S»3)( 
МАІТЕ (6,22 


V.B.3 - Lista del programma. 


FREQUENZA 

8,22 

А (60.60) ,В (60) 

А (50) №1 (50) № (50) 

C(50) ,МС1 (50) »NC2(50) 

T(10) e/NT1 CIO) » NT2(10) 
ZL(20)eNL1(20)sNL2(20) 
Z8G8(20):NG1(20)»NG2(20) 

CT(20) »:NCT1(20) ;NCT2 (20) ,NCT3(20!) i NCTY (20) 
NN1(20)*NN2(20) »ММ3(20) ММЧ (20) 

Z2(100) :NZ1(100) ;NZ2(100) * JUC10) ғ BU(10? 


D» МА, М. Мое МС МТ е МСТ е NN 
) 
МОМА, М. МО МС МТ о МСТ е ММ 
*5X» ' CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO МООї=',13/ 
RESISTORI=*»13/ 
INDUTTORI z'»I3/ 
CONDENSATORI =*»13/ 
GENERATORI DI CORRENTEzZ'»I3/ 
GENERATORI DI TENSIONE="?13/ 
GENERATORI DI CORRENTE CUNTR, IN TENS.z'»I13/ 
NULLORI='#13//) 
1:12 
RIL) NALLI »N2 (L) »LZ1 NR) 
031213) 
(LPRCL)eN1(L)eN2(L)oL=10NR) 
"НЕ5.М.%,13,Е12.5»21%) 


3.2% 


ZL(L) »NL1 CL) *NL2 CL) I LZ 1» NL) 
)(L» ZLUCL) »NLI CL) »" NL2 (CL) LEL NL) 


(segue) 


500 


oooo 


oo 


22 
23 


26 


27 
25 


301 


302 
305 


307 


321 


322 
320 


341 


*6Xr'*F.INIZIALE 2!%Е8.3»!» F FINALE 2%,Ед,3»!” 


Lista del programma V.B.3 


FORMAT(IX? ' IND«N« * vI3sE12. 3210) 

CONTINUE 

IF (М9) 25,2525 

ЕАО (53) (2901) NQI (L) *'NG2 (L) 1.21. М9) 

МАІТЕ (6,27) (LrZG(L) ,Мо1 (0) »^NG2 (L) » L21» NQ) 
FORMAT(1X»? СОМО, №. ' I3*E12« 3»2IUu) 

CONTINUE 

IF(NC)13*«137515 

ВЕАО (5.3) (C(L) »NCL(L) &NC2 CL) » L1» NC) 

МАІТЕ (6,5) (СО) МСС) e/NC2 CL) » L2 1?» NC) 
FORMAT(CIX2? "б. CORR.N, ' , I39E124 3» 218) 

CONTINUE 

IF(NT)15:15*16 

READ(5»3) (TUL) МТО) ;NT2 (CL) » LZ 1? NT) 

МКІТЕ (6.6) CLAY TUL) 4; NTI (CL) eNT2(L) e L2 17 NT) 
FORMAT(1X»'GEN. TENSIONE: М.!»139Е12»3:21%) 
CONTINUE 

IF (NCT)17:17718 

READ(5:7) (СТО). МСТ CL) »NCT2(L) ;NCTS CL) ,NCTu CL) » LE 1  NCT) 
FORMAT(E10»3r413) 

МАІТЕ (6,8) (1. СТО) МСТ CL)» NCT2(L) о NCT3(L) МОСТУ С) 121 МСТ) 
FORMAT (1X » "БЕМ, CONTR. ТЕМЅ .№: ' e I3:£12,3»413) 
CONTINUE 

IF (NN) 20,20,19 

ЋАЕАО (5,9) (NN1 (L) »NN2 (L) &NNS CL) ММЧ (L) s LZ1 e NN) 
FORMAT (uI3) 

WRITE(G6»10) (Le NNI CL) NN2 LL) /NNS CL) #NNü (L) eL 1; NN) 
CONTINUE 

FORMAT(1X: "NULLORE N:*» I3e:2Xeu I3) 

NzNO-1 

NAZN+NT 

NB=NA+NN 


INGRESSO DATI RELATIVI ALLA RISPOSTA 
READ(5r301)NU 

FORMAT(1013) 

АЕАО (5,301) CJUCL) » LZ 1e NU) 
READ(5» 302 )F1:F21:DF 

FORMAT(3E10. 3) 

WRITE(6»305)F1*F2»DF 

FORMAT(1H0?5X» "RISPOSTA IN FREGUENZA'/ 
PASSO z':EB»«3) 
WRITE(6»307)NO* (JUIL) » LZ15 NU) 

ЕОЯМАТ(1Н0%5Х, 'MODULO TENSIONI RISP? AL NODO',;IUu/ 


*6X:9HFREQUENZE » 1X» "NODI: * c10(I25 8X) ) 


CALCOLO DELLE IMPEDENZE 
RESISTORI 

IF (МА) 320, 320,321 
00322к=1, Ма 

A1=R(K) 
ZZ(K)=CMPLX(A1000) 
NZ1(K)ZN1(K) 
NZ2(K)=N2(K) 

CONTINUE 


INDUTTORI E CONDENSATORI 
PI2=4.*ACOS(0.) 

NFR=1 

F=F1 

NZ=NR+NL +NQ 

CONTINUE 

OMzPI2*F 

IF (NL) 340, 300» 341 
DO342K=1:NL 


(segue) 


>] 
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103 K1zK*NR 

104 AlzOM*ZL(K) 

105 ZZ(K1)zCMPUX(O- А} ) 

106 NZ1(K1)zNLI1(K) 

107 342 N22(K1)zNL2(K) 

108 340 CONTINUE 

109 IF (№9) 550 350» 351 

110 351 D0352K-z1;NG 

111 K1zK*NR*NL 

11e А1-0м»20(к) 

115 Alz-1./A1 

114 ZZ(K1)z2CMPUX(O« e A1) 

115 М21(К1)-М01(К) 

116 352 NZ2(K1)zNQ2!K) 

117 350 CONTINUE 

118 6 

119 с ANALISI 

120 CALL МОРІС (Аг В.М» NA: МВ NDeZZeNZI1* №2, NZ CT? NCTI e NCT2» NCT3» 
121 * NCTS»NCT? То МТ, МТ МТ СоМСі е NC2?^ МС NNI» NN2» 
122 * NN3eNNUoNN) 

123 с 

12% с STAMPA DEI RISULTATI А FREQUENZA F 
125 02380L-z1»NU 

126 J-JU(L) 

127 A1=CABS(B(J)) 

128 380 8U(L)-A1 

129 WRITE(6»381)NFR«F»? (BU(L) ? LIL NU) 
n 381 FORMAT(IX?I3*E10. 3: 1X 10E10, 3) 

1 G 

132 с VERIFICA ҒІМЕ CICLO 

133 IF(F-F21362:362»56u 

134 362 F=F+DF 

155 NFRENFR41 

156 IF (NFR-2001330»3305 364 

137 364 CONTINUE 

158 c 

139 STOP 

140 ENO 


APPENDICE V.C - Esempi di analisi in regime permanente. 


Riportiamo di seguito alcuni esempi di applicazione dei metodi 
di analisi proposti nel presente capitolo. 

Un primo gruppo di esempi riguarda l'applicazione contempora- 
nea, nello stesso esercizio, sia dei metodi considerati in questo capito- 
lo, sia di quelli sviluppati nel cap.III. Tale situazione si presenta usual- 
mente quando viene variato lo stato elettrico di un circuito eccitato da 


un tempo molto distante da quello in cui interviene la variazione. In que- 


sti casi occorre determinare la situazione elettrica al momento della va- 
riazione con i metodi di analisi in regime permanente e, successivamen- 
te, applicare i metodi sviluppati nel cap.llI. 

Un secondo gruppo di esempi riguarda la determinazione della 
risposta in ampiezza utilizzando il programma di calcolo descritto nel 
$ V.7, per quanto riguarda lo schema a blocchi, e nel $ V.B, per quanto 
riguarda la lista in FORTRAN. 


502 Primo gruppo di esempi: permanente-transitorio V.C.1 


V.C.1 - Primo gruppo di esempi: permanente-transitorio. 


Esempio V.C.l, 


Nel circuito di fig. V.C.1, l'interruttore si apre all'istante ,t=0. Nell'ipotesi che 
il generatore di tensione indipendente sinusoidale agisca da un tempo sufficientemen- 
te lontano rispetto a t=0, in modo da poter supporre il circuito a regime nel momento 
dell'apertura dell'interruttore, determinare quanto vale l'energia immagazzinata nel con- 


densatore di capacità C, all'istante t=] sec. 
1 


Fig.V.C.1 - Circuito considerato nell'esempio V.C.1. I valori dei componenti, 
espressi in Q, F, V, sono: 


T7 
R 32; R,= 1, C; 70,5, ығы sin (214 A 
R9= 2; к,=3, C,=C3=1 


` 

Il circuito da analizzare può essere consi derato con buona approssimazione in 
regime permanente sinusoidale all'istante t=0, prima dell'apertura dell'interruttore. 
Occorre perciò analizzarlo con il metodo dei fasori. Tenendo conto che la pulsazione 


è w=2 eche il fasore della tensione del generatore indipendente е 
-jT 
E = 2 ei7/6 
si ottiene il circuito trasformato nel dominio dei fasori mostrato in fig.V.C.2. 
Analizzando tale circuito con il metodo dei nodi, prendendo come nodo di rife- 


rimento il nodo 6, otteniamo le seguenti equazioni: 


nodo 1: (1+2))Е-Е„- 2; E, = I 


1 
nodo 2: (I) E, = SE =l 
3 e x 


nodo 3: 2j E, =- 1 ` | 
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nodo 5: E.- E ==] 


A causa della presenza del trasformatore ideale otteniamo le seguenti equazioni 


aggiunti ve: 


© 


Fig.V.C.2 - Circuito trasformato nel dominio dei fasori a partire da quello di 
fig. V.C.1; accanto ai condensatori ed ai resistori è indicata la relativa am- 
mettenza. 


Per la presenza del generatore controllato otteniamo ancora: 


Nel nostro caso non occorre analizzare completamente il circuito, ma è sufficien- 
te calcolare la tensione E, ai capi del condensatore Сі. Utilizzando le equazioni del 


trasformatore, insieme a quelle dei nodi 4 e 5, si ottiene: 


G*j)E,-7 |, Е,-Е--|, 


da cui si ha: 


E, (2+j)= E 


e quindi: 


JU 3) 
-j—-artg— 
Apes 


e =. 0,8944 e 19,9872 
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Quindi'la tensione ai capi del condensatore C, all'istante t=0 vale: 


v(0) = 0,8944 cos (2t - 0,9872) Ж - 0,4928 


Dopo l'apertura dell'interruttore la tensione ai capi del condensatore decresce 
in quanto questo si scarica sul resistore R,. Per determinare l'andamento nel tempo 


della tensione, utilizziamo i risultati dell'esempio III.1.3, per cui,in base alla(III. 1.12), 
si ha: 
UR, E t 
v (0) = v(0) е = 0,4928 е” (volt) 


Poiché l'energia immagazzinata nel condensatore vale: 
1 1 2409 
С v? - < (0,4928)? ег?! (Joule) 


all'istante t=1 sec, si ha un'energia di 8,217* 1073 Joule. 


Esempio V.C.2. 


Nel circuito di fig. V. C.3, le eccitazioni sinusoidali agiscono da un tempo molto 
distante da quello di apertura dell'interruttore, considerato come t=0. Determinare, se 
esiste, quel valore @ della fase di uno dei due generatori di corrente, per cui è nulla 
la tensione ai capi del condensatore all'istante t=0. 


Fig. V.C.3 - Circuito considerato nell'esempio V.C.2. I valori dei componenti, 
espressi in A, (), F, sono: s 


i0 = 2 со53с; NO = cos(t+ Фф) ; 
R;-R$-1; R,=R,=2; r=3; C=1. 


In base all'ipotesi di applicazione dell'eccitazione da tempo molto lontano ri- 
spetto a t=0, possiamo analizzare il circuito per t <0 con il metodo dei fasori. Per 
determinare la tensione ai capi del condensatore, applichiamo il principio di sovrappo- 


sizione degli effetti, essendo i generatori di pulsazione diversa. 
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Nel caso in cui è presente solo il generatore di pulsazione 3, il circuito divie- 
ne, nel dominio dei fasori, quello di fig.V.C.4. Applicando il metodo delle maglie, se- 


condo le indicazioni di fig.V.C.4, si ha: 


Dalla seconda equazione del sistema si ha: 
( ) 
34-3 1L 25590 
j3 2 1 


--бі h =- j 12 


e quindi: 
% 


La tensione ai capi del condensatore vale perció: 


Fig. V.C.4 - Circuito risultante da 
quello di fig. V. C.3 quando: 1) vie- 
ne disattivatoil generatore di pul- 
sazione © = 1; 2) viene conside- 
rato nel dominio dei fasori per 
w=3. 


e quindi, nel dominio del tempo: 


vl (0) = á cos3t 
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Nel caso in cui agisca l'altro generatore, il circuito diviene, nel relativo domi- 


nio dei fasori (w = 1), quello mostrato in fig.V.C.5. Scrivendo le equazioni alle maglie 


si ha: 
3 = 21, *t 5i = 0 
(9-21-21, 36-70 
41, - 21, - 21, =V. 

a cui occorre aggiungere le equazioni: I 
I, = ei? ; i=] 


Dalla seconda equazione del sistema si ha: 
8-і-91,-26% = 0 


e quindi si ha: 


Фф 


zr pi 
l, 2je 


Fig.V.C.5 - Circuito risultante da quel- 
lo di fig. V.C.3, cuando: 1) viene disat- 
tivato il generatore di pulsazione w= 3; 
2) viene considerato nel dominio dei fa- 
sori per w= 1. 


La tensione ai capi del condensatore vale pertanto: 


1 2 3 
у?) = — 2j ei? = 2.19 
J 


e quindi, nel dominio del tempo: 


v) = 2 cos (t + Q) 


L'andamento nel tempo della tensione Y. è perciò: 


(ЖО) = v0) + v) = 4 cos 3t + 2 cos (t + Фф) 
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e, per t=0, vale: 
v. (0) =4+2 cos Q 


Dalla espressione precedente si vede che non esiste alcun valore di Ф per cui 
у (0) è nulla. 


V.C.2 - Secondo gruppo di esempi: determinazione della risposta 
di ampiezza, 


Nel presente paragrafo riportiamo alcuni esempi di determinazio- 
ne della risposta di ampiezza, utilizzando il programma di calcolo de- 
scritto nel Š V.7; per chiarimenti riguardanti i formati con cui debbono 
essere presentati i dati di ingresso, si rimanda all'appendice V.B, ove è 
descritta la lista in FORTRAN del programma stesso. 


Esempio V.C.3. 


Si consideri il filtro passa-basso indicato in fig. V. C.6. Vogliamo determinare lo 


andamento dello risposta in ampiezza per vari valori della frequenza, sia in banda pas- 


FILTRO 


sante, sia in banda opaca. 


Fig.V.C.6 - Schema del filtro passa-basso normalizzato considerato nell'esem- 
pio V.C.3. I valori dei componenti sono: 
R = С, =0,1878, C, =0, 3070, L =0,1942, 


ЖО) = cos(27 ҒО), (I, Е, Н, V). 


Il filtro considerato e lo stesso preso in esame nel Š HLD. 1, riguardante l'ana- 
lisi nel dominio del tempo; qui e necessario ricordare che si tratta di un filtro normaliz- 
zato in frequenza, per cui la frequenza di transizione fra la banda passante e la banda 
opaca è pari al valore normalizzato unitario. Pertanto sarà necessario scegliere un cam- 
po di frequenze in cui siano presenti sia valori inferiori all'unità (banda passante), sia 
valori superiori ad essa (banda opaca) . Un campo di questo tipo si può ottenere sce- 
gliendo: 


Lam Z А ММ е c 


= A 


Cx, 
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1) frequenza iniziale =0,05 (F1) 
2) frequenza finale = 5 (F2) 
9,05(DF) 


1 


3) passo іп frequenza 


Qui di seguito sono riportate le schede di ingresso riguardanti il circuito in e- 
same, tenendo presente che la tensione di eccitazione è stata scelta di ampiezza uni- 
taria e che, in uscita, è stata richiesta la stampa dei moduli della tensione di ingres- 


so (nodo 1) e della tensione di uscita (nodo 4). 


1 2 3 4 5.6 T, 8,9 10,11,12,13,14,15,16 17 18,19,20,21,22 23,24,25,26 27 ,28,29,30 


Successivamente sono riportati i dati di uscita del calcolatore. Si puó vedere 
che, mentre il modulo della tensione del nodo 1 risulta pari all'unità(rispetto alla ten- 
sione del nodo di riferimento), sul nodo 4 si ottiene una tensione che conserva in mo- 
dulo valori molto prossimi a 0,5 fino alla freguenza normalizzata unitaria (banda pas- 


sante), mentre tende a zero per valori di frequenza maggiori di uno (banda opaca). 


CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= 5 

NUMERO RESISTORI= 2 

NUMERO INDUTTORI = 2 

NUMERO CONDENSATORI = 3 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0 

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR, IN TENS»? 0 
NUMERO NULLORI= 0 


(segue) 
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RES*«N* 1 .100*01 1 2 

RESeN» 2 .100+01 4 5 

IND:N* 1 «194 *00 2 3 

INDeN» 2 4194%00 3 u 

COND.N» 1 .188%00 2 5 

CONO.N«. 2 »307+00 3 5 

CONDaN» 3 .188%00 % 5 

GEN TENSIONE: Ne 1 4100%01 1 5 


RISPOSTA ІМ FREQUENZA 
E-INIZIALE = .500-01, F.FINALE = ,500*01» PASSO = .500-01 


MODULO TENSIONI RISP. AL NODO 5 
FREQUENZE NODI: 1 4 


1 >500-01 +100+01 — .%99%00 
2 +100+00 «100401 — .u98*00 

3 — «150400 +100+01 — .%96%00 

ü — «200900 -100+01 .494+00 | 

5 +250+00 .100+%01 .492%00 ЕШ 

6 .300%00 .200%01 »490+00 | 

7 «350400 +100+01 .490%00 

в »400%00 4100501 — .u91*00 

9 +450+00 100401. .492+00 -- 

10 »500%00 .100401 — .495+00 © 

11 — +550+00 -100«01 +497+00 

12 .600+00 100401 .499+00 ` 

13 «650400 .100«01 — .500%00 0490 

іч »700+00 100401. .499+00 / 

15 750400 4100401: .%97%00 

16 »800%00 «100401 4944+00 

17 +850+00 .100+01 — .u91*00 

18 >900%00 100401. .u90*00 

19 — 950400 100401 .%92%00 
20 *100*01 4100%01 4497%00 

21 »105%01 4100401. .500%00 
22 «110401 4100401. .891*00 
23 «115401 4100401: .454%00 

2u — «120*01 -100+01 — .385*00 

25 .125%01 .100«01 — .302*00 

26 +130+01 -1900+01 — .229*00 

27 135401 .100«01 — .172*00 

28 .140%01 .100+01 .130+00 ( 

29 «145401 +100+01 .100+00 

30 »150%01 .100+01 — .783-01 T" ы - қ 
31 -155+01 4100401: .620-01 | nui È 
32 .160+01 4100401: .u98-01 29a & MK 4 
33 — -165*01 100401. 2405-01 > | , 

34 «170501 .100«01 — .332-01 | 

35 «175401 «100401 — .275-01 җе glod Kt 
36 — -180*01 .100«01 — .230-01 Ce 5 
37  -185*01 -100+01 — .19u-01 ‚ 

38 >190%01 +100+01 — .16u-01 

39 •195+01 -100*01 — .150-01 

40 — «200401 -100*01 — .120-01 

41 — «205401 +100+01 — .10u-01 

42 — «210501 -100*01 — «902-02 

43 — «215401 -100+01 .786-02 

44 «220401 100401 .688-02 

45 .225+01 .100«01 — 2604-02 
26 «230401 -100+01 — .553-02 


4? .2355%01 »100+01 .472-02 
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Esempio V.C.4. 


Si consideri il circuito mostrato in fig.V.C.7; tale circuito è relativo ad un pre- 
amplificatore per segnali in banda audio, aggiustabile su due curve di equalizzazione 


m 


per mezzo di un commutatore 


5,6nF 12k 


SOuF 5000 


А 


ingresso а 
° uscita 


Fig.V.C.7 -| Circuito considerato nell'esempio V. C. 4. 


Si vuole ottenere la risposta in ampiezza del circuito nel campo di frequenze 
da 40 fino a 3000Hz, nei due casi in cui il commutatore si trovi nella posizione À e 
nella posizione B. Schematizzando l'amplificatore operazionale con un nullore, si ot- 
tengono nei due casi suddetti i circuiti indicati nelle figg.V.C.8a e b. 


Di seguito si riporta nell'ordine: 


a) le schede di ingresso nel caso A e le uscite relative; 


b) le schede di ingresso nel caso B e le uscite relative. 


(1) - Il circuito è stato preso dal testo J.G. Graeme, < Applications of operational am- 
plifiers; third generation techniques», Mc Graw-Hill, 1975, pag.215; si rimanda a tale 
testo per la descrizione delle caratteristiche applicative del circuito. 
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Fig.V.C.8- Schema elettrico del circuito di fig. V.C.7, nel caso in cui l'inter- 
ruttore è nella posizione A (fig. a) e nella posizione B (fig. b). I valori dei 
componenti sono deducibili da fig. V. C.7, mentre l'amplificatore operazionale 
è stato schematizzato con un nullore. 


- Schede di ingresso nel caso 4. 


1:2.92.4.5.0.7.8 9 1011 12,13 14,15,16,17,18,19 20,21 22 23,24 25 26 ,27 28 29 30,31 


6 4 0 3 0 1 0 1 
— 
D. z ү үӨ @ E; $45 Ti ale ж.а 242 3 i Xx A 
0,.,5,.0,.0. E +. 3 3 2 
z iii s r 
2 


0 2.5 О ОЕ 3 G 5 
ЖІ ы AAA мл ARL ALA IAA 


0.0.8 б; 5 4 

еу ич== ыыы ае SS ыы EE Tee‘ ante 
Ds. ОЕ 8 2 5 

Ааа N At i z AA  ZZZIVÒ)OÒ©Ò© А-1 
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- Uscita del calcolatore nel caso А, 


CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= 6 

NUMERO RESISTORI= % 

NUMERO INDUTTORI = 0 

NUMERO CONDENSATORI - 3 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE- 0 

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN ТЕМЅ5.= 0 
NUMERO NULLORI= 1 


RES*N* 1 -%70%05 1 6 
RESeNe 2 »500+03 3 2 
RES*:N. 3 500%06 2 5 
RES*N«* % -680%05 5 % 
CONO.N. 1 «100-08 2 5 
COND.N» 2 -%70-08 2 % 
Соң0.М. 3 .500-0% 3 6 
GENeTENSIONE: Ne 1 +100+01 1 6 


NULLORE N: 1 Ek 2 +9 6 


RISPOSTA IN FREQUENZA 
F.INIZIALE = .%00+02, F.FINALE = .300%0%» PASSO = .100*03 


MODULO TENSIONI RISP. AL NODO 6 
FREQUENZE NODI: 1 5 
40002 »100*01 «781+03 
1%0%03 100901.  .356*03 
„2%0+03 100%01 .231%03 
*380*03 -100%01 — .173*03 
.440+03 100%01 .153+03 
.540+05 »100*01 »137*03 
*680*03 »100*01  .127*03 
.740+03 100901  .121*03 
»840+03 100%01 .116%03 
10 >990%03 .100+01 »112*03 
11 .104+0% .100+01 .108%05 
12 %»11%%0% 100%01 .105+05 
13 .124+04 +100+01 .105%03 
1% >15%%0% +100+01 .101%03 
15 21%%%0% .100+01 .991%02 
16 »15%%0% »100+01 .972+02 
17 +16%+0% »100*01 .954+02 
18 0174+04 .100+01 .957%02 
19 185405 »100*01 .920%02 
20 »194+04 +100+01 +904+02 
21 .20%%0% -100%01 .889+02 
22 %21%%0% »100*01  .873*02 
23 +224+04 4100%01 — .858*02 
24 >23%%0% .100%01 »843+02 
25 +244+04 4100%01 .829%02 
26 425%ғ0% -100%01 .815%02 
27 .26%%0% »100*01 .801*02 
28 .27%%0% »100*01 .787%02 
29 .28%%0% .100%01 .17,%02 
30 »294+04 .100%01 .761%02 
31 * 308708 +100+01 .748+02 


00-0 U + UNE 
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- Schede di ingresso nel caso B. 


l 23 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 


- Uscita del calcolatore nel caso B. 


CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI= 6 

NUMERO RESISTORI= «4 

NUMERO INOUTTORI = 0 

NUMERO CONDENSATORI = 2 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0 

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS.- 0 
NUMERO NULLORI= 1 


RES*N» 1 +470+05 1 6 
RES*N. 2 .500*03 3 2 
RESeN» 3 -500%06 è 5 
RES-N- 4 .120*05 5 4 
CONO.N. 1 «560-08 2 4 
CONO.N. г »500-0u 3 6 
GENe TENSIONE: Ne 1 100%01 I 6 


NULLORE N: 1 i 2 S 6 


RISPOSTA IN FREQUENZA 
FeINIZIALE = .400+02, F.FINALE = .300+04, PASSO = .100*035 


MODULO TENSIONI RISP. AL NODO 6 
FREQUENZE NOOI: 1 5 

1 *400*02 »100*01 »802*03 

2 »140+03 »100*01 »369*03 

3 2%0%03 •100+01 .227+03 


(segue) 
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4 *340*03 »100*01 »163+03 
5 440+03 »100*01 .128*03 
6 .540+03 .100+01 .105+03 
y *680*03 .100*01 .399+02 
в 740%03 »100*01 .787*02 
9 *880*03 .100%01 .704+02 
10 “940%05 4100%01 -639%02 
11 10498 .100%01 »587+02 
12 411%%0% “100%01 .545+02 
13 412%%0% 4100%01 .510*02 
1% 413%ғ0% +100+01 »481+02 
15 0144+04 .100%01 .u56*02 
16 »154+04 100%01 »436+02 
17 416%%0% »100*01 »419+02 
18 417%%0% 100%01 .402+02 
19 +18%+0% »100*01 .388%02 
20 19%%0% 100%01 »376+02 
21 »204+04 »100*01 «366%02 
22 *21%+0% 100%01 »356+02 
23 *22%+0% 4100%01 .348*02 
24 »234+04 100%01 »341+02 
25 +244+04 .100%01 «33%+02 
26 .25%%0% 4100%01 .328*02 
27 268 *08 »100*01 .322+02 
28 -274%0% 100%01 .318%02 
29 »284+04 4100%01 313%02 
30 »294+04 »100*01 .309*02 
31 “350%%0% 100%01 .305*02 


Esempio V.C.5. 


Si consideri il circuito mostrato in fig. V.C.9; tale circuito è relativo ad un equa- 
lizzatore per il controllo dei toni bassi ed alti di un sistema audio ad alta fedelta (2). 
Il circuito contiene due potenziometri per la regolazione indipendente dei toni bassi ed 
alti. Si vuole determinare la risposta in ampiezza in corrispondenza a varie posizioni 
di tali potenziometri, avendo schematizzato l'amplificatore operazionale con un nullo- 


re. 
Caso a: Қ = sokQ, R, = sok, R' = skQ, R, = 5к0 
I potenziometri sono in posizione centrale. La risposta del dispositivo in tale 


caso è uniforme al variare della frequenza. Ciò si rileva chiaramente dall'uscita del 


calcolatore. 


(1) - Il circuito è stato preso dal testo J. G. GRAEME, op. cit. pag.216; si rimanda a 
tale testo per la descrizione delle caratteristiche applicative del circuito. 
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- Dati di ingresso. 
12 34 5 6 7 8 9 1011 1213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 
— —————————— — u. 


ашаға ы лче ыыы 


era 
II 9 E tS, кор gl ag MISIONES SEIEN 
SUOI da 4 7 
„к н — h ыға. rh. im r ы м — 
ЖҮ Б! ЖУ с 4 6 7 
0. 242.0, 0. E. $1.5 3 2 
0 4. 5 0 0 E * 5 3 4 
0-. 4 7 0 OE = 8 5 6 
O ao 7 Ө Жеў 3 2 
0 + 4 7 0 E - 7 3 4 
1:0 0.0 E O; 0 1 8 
8 7 8 
cl sp op p= 
1 7 
0... 3 0 0 E * 2 at Ü 0. ЕЕ 5 0573-0 0. E- 3 
100 о too tt^ j^ пок 
Ф Ф 
ingresso uscita 


Fig.V.C.9- Circuito considerato nell'esempio V.C.5. 


516 Secondo gruppo di esempi: determinazione della risposta di ampiezza 


7 Uscita del calcolatore. 


CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NOOI- 8 
NUMERO RESISTORI= 7 

NUMERO INDUTTORI = 0 

NUMERO CONDENSATORI = 3 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE- 0 
NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1 
NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. 
NUMERO NULLORIz= 1 


RES*N« 1 »100*05 1 2 
RES*N. 2 .100+05 u 7 
RES*N«. 3 .100*04 3 5 
RES«N« 4 .500*08 6 1 
RESeNe 5 »500+04 6 7 
RESeN® 6 »500+05 3 2 
ReSeN®e 7 .500+05 5 4 
CONDeNè 1 470-08 5 6 
сом0.М. 2 »470-07 3 2 
COND.N« 3 0470-07 3 + 
GEN. TENSIONE: Ne `1 -100%01 1 B 
NULLORE N: 1 3 B- 7 8 


RISPOSTA IN FREQUENZA 


FeINIZIALE = .300+02, F.FINALE = ,100%05» PASSO = .500*03 


MODULO TENSIONI RISP. AL NODO 8 
FREQUENZE NODI: 1 7 


1 >300%02 -100*01  .100*01 
2 >530%03 .100+01 .100%01 
3  -103«04 «100+01  .100*01 
4 +153+04 -100*01 .100%01 
5 .203%0% .100%01 .100+01 
6 >253%0% .100%01 .100%01 
7 5303408 +100+01 .100%01 
B 353404 «100+01 .100%01 
9 >403%04 »100*01 .100+01 


10 »453+04 »100*01 »100*01 
11 »503+04 »100+01 »100*01 
12 »553+04 »100*01 .100%01 
13 *603*04 «100+01 +100+01 
14 »653+04 »100*01 .100*01 


15 705%04 100%01 .100%01 
16 “753%0% 100%01 .100+01 
17 »803+04 »100*01 .100*01 
18 »853+04 •100+01 »100+01 
19 »903+04 »100+01 -100*01 
20 -953%0% »100*01 .100+01 


21 »100+05 e100+01 .100+01 


0 


V.C.2 
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Caso b: R =1kQ, R,=99k0, қ) = 1000,. R =9,9k0 


I potenziometri sono dispostiin modo da esaltare sia i toni bassi che quel! al- 


ti. Ciò si rileva chiaramente dall'uscita del calcolatore. 


- Dati di ingresso. 


123 45 6 7 8 9 10111213 l4 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 


- Uscita del calcolatore. 


CIRCUITO ASSEGNATO:NUMERO NODI- 8 

NUMERO RESISTORI- 7 

NUMERO INDUTTORI = 0 

NUMERO CONDENSATORI = 3 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE= 0 

NUMERO GENERATORI DI TENSIONE= 1 

NUMERO GENERATORI DI CORRENTE CONTR. IN TENS== 0 
NUMERO NULLORI- 1 


(segue) 
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L'analisi in regime permanente è il nucleo fondamentale di qual- 
siasi testo riguardante l'analisi dei circuiti lineari. П metodo dei fasori, 
che ne costituisce la base, ha rappresentato sin dalla sua introduzione, 
dovuta a Steinmetz (А.Е. Kennelly, C.P. Steinmetz, Trans. Amer. Eng., 
vol. 10, 1893), lo strumento più caratteristico di coloro che si sono oc- 
cupati dell'analisi dei circuiti. 

Е importante sottolineare che hanno rilievo in connessione con 
questo argomento tutti i metodi e gli algoritmi che portino ad una ridu- 
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zione del numero di operazioni richieste per il calcolo della trasformata di Fou- 
rier. Particolarmente importante ed utile a questo riguardo è la F.F.T. (fast 
Fourier transform). Per dettagli sulla lista e sull' applicazione di tale algorit- 
mo si rimanda a: M.Decina, F.Riciniello, A.Roveri, «Esercizi di sistemi digi- 
tali», Ed. Siderea, 1976, cap. V. i 
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